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1. Resum 
Aquest projecte té com a objectiu oferir eines de suport a la docència. Tant el contingut 
teòric que s'ofereix com les eines informàtiques que s'hi desenvolupen pretenen fer més 
comprensibles uns conceptes que estan a l'ordre del dia en la investigació recent en l'àmbit 
dels sistemes dinàmics híbrids. 
El contingut tractat té a veure amb un tipus de sistemes dinàmics planars continus a trossos. 
Més concretament, tracta sobre les bifurcacions (canvi en la topologia de les òrbites per a 
petites variacions d'un paràmetre, o bé d'un espai de paràmetres, del sistema d'equacions 
diferencials) als anomenats Sistemes de Filippov. Sistemes que tenen origen al llibre [1]. 
El projecte es divideix en dues parts. Per un cantó, es resumeix un artícle de "Yu.A. 
Kuznetsov, S. Rinaldi i A. Gragnani": "One-parameter Bifurcations in Planar Filippov 
Systems"[2], que tracta diversos exemples representatius de les possibles topologies de les 
òrbites dels sistemes de Filipov plans. L'objectiu del resum és fer comprensible el contingut 
intrínsec al text a un estudiant d'enginyeria superior que hagi cursat algun curs bàsic 
d'equacions diferencials. D'altra banda, es posa a la disposició pública un programa que 
simula sistemes d'aquest estil, tot oferint la possibilitat de variar paràmetres del sistema i 
observar els efectes que això comporta. 
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3. Glossari 
Isoclina: Donat un sistema dinàmic, conjunt de punts del pla que comparteixen la inclinació 
o pendent del camp vectorial.  
Difeomorfisme: Aplicació bidiferenciable i biorientada. 
Bifurcació: Donat un camp vectorial que depèn d’un conjunt de paràmetres, s’anomena 
bifurcació a aquella variació d’aquests que varia el comportament qualitatiu (topologia) de 
les solucions de la equació diferencial 
Codimensió (d’una bifurcació): es defineix com la menor de les dimensions d’un espai de 
paràmetres que conté la bifurcació de forma pèrmanent. 
Pseudo-equilibri: Equilibri concebut, tan sols, a la regió de lliscament. 
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4. Prefaci 
4.1. Origen del projecte 
Aquest projecte sorgeix, per un cantó, com una proposta per ampliar un treball de fi de 
màster en “automàtica i Robòtica” desenvolupat per la Niliana Andreina Carrero Candelas 
el maig del 2010. El treball porta per títol “Herramientas interactivas para control en modo 
de deslizamiento” [3] i va ser dirigit pel professor Ramón Costa-Castelló. En l’apartat  
“Antecedents”, es descriurà breument l’abast d’aquesta tesi ja que fonamenta la base del 
que significa el present projecte de fi de carrera.  
D’altra banda, també es pot afirmar igualment que el projecte té origen en un treball 
desenvolupat per Oriol Bové i Diego Bonillo com a treball de fi de curs de la assignatura 
de quart de la titulació d’Enginyeria Industrial: “Simulació de sistemes dinàmics”. Durant 
aquest treball es va estudiar un dels exemples de l’article de Kuznetsov [2] (en el qual es 
basa el present projecte). L’estudi es va realitzar mitjançant el software Matlab. 
El que es pretén amb el projecte és continuar la tasca desenvolupada per aquests dos 
treballs, i fer-ho de manera que constitueixi una eina per a l’ensenyança a un estudiant 
que ha cursat una enginyeria superior, o bé que almenys ja ha cursat certes assignatures 
de caràcter bàsic impartides en els primers cursos de la carrera. 
4.2. Motivació 
La motivació del present projecte ve donada pel fet que en el treball de la Niliana [3] tan sols 
es permet la simulació de sistemes de Filippov lineals, la qual cosa limita els exemples que 
es poden executar. Permetre, per tant, simular sistemes més complexos forma part de la 
motivació per aquest projecte, almenys es pretén simular els exemples analitzats a l’artícle 
[2]. 
A més a més, es fa palesa la absència de material docent sobre els sistemes de Filippov, 
sobretot per a un públic que surt de cursar una enginyeria superior. Assolir la tasca 
instructiva que contempla aquest fet constitueix igualment una part important de la motivació 
que porta a desenvolupar aquest projecte. 
Finalment, es planteja el fet que cap simulador existent mostra de forma visual la variació de 
les trajectòries d’un sistema per una bifurcació donada. Es planteja que el present projecte 
pugui fer-ho. 
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4.3. Requisits previs 
 
Per a la comprensió d'aquest projecte de final de carrera cal haver cursat una assignatura de 
càlcul amb diverses variables, així com una assignatura bàsica sobre equacions diferencials. 
És bo conèixer el comportament de les equacions diferencials lineals a coeficients constants 
així com conèixer l’enunciat i resultat del teorema d’existència i unicitat per a sistemes 
continus, donat que la unicitat de les solucions en els sistemes de Filippov precisament no 
es compleix. Tampoc es compleixen les premisses del teorema (continuïtat del camp). Com 
es veurà al llarg del treball, alguns dels conceptes aplicables als sistemes continus (regits 
per equacions diferencials ordinàries) requeriran de modificacions o bé no seran aplicables 
als sistemes continus a trossos. 
La terminologia de tot el treball farà referència a aquests conceptes, per tal d'abastar a un 
públic més ampli que no pas si es fes referència exclusivament a termes relacionats amb el 
control. Més concretament, es pretén que el projecte abasti a qualsevol estudiant 
d'enginyeria superior o bé de ciències més bàsiques com física o matemàtiques. Si en algun 
moment es fa referència a termes, tant matemàtics com de control, que no s'inclouen en la 
descripció del primer paràgraf, aquests es descriuran en el moment adient. 
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5. Introducció 
 
Des de la seva aparició, els suports informàtics han estat de gran presència per tal de 
simular sistemes físics. Pel que fa al món de la enginyeria, aquesta simulació acurada dels 
sistemes físics comporta estalviar experiments de laboratori, donat que els resultats de les 
simulacions s’hi aproximen prou be. La utilitat de les simulacions dins del món de 
l'enginyeria és bàsica, doncs, donat que d'aquesta manera s'abarateix de forma astronòmica 
la concepció de productes. 
Tot i així, la utilitat d'aquests dins de l'enginyeria no es limiten a aquest aspecte, també es fa 
ús de la informàtica per a la docència a futurs enginyers/investigadors. Per a l'usuari d'eines 
informàtiques interactives, és un gran avantatge poder explorar els models teòrics mitjançant 
exemples, que d'altra manera no podria preveure el comportament. També resulta de gran 
versatilitat per a verificar si aquell raonament que ha fet sobre el model és correcte o no 
(sempre i quan el raonament de l'usuari no sobrepassi les limitacions del programa). 
En aquest projecte es tracta la simulació de sistemes dinàmics plans. Quan es parla de 
simular un sistema, es parla de calcular l’evolució d’aquest donat un punt de partida, o 
condició inicial. Per exemple, hom pot considerar un sistema continu i autònom.  
𝑥 1(𝑥1,𝑥2) = 𝑓 𝑥1, 𝑥2  
𝑥 2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑔 𝑥1, 𝑥2  
La simulació d’aquest mitjançant ordinador pot donar una traça aproximada d’un tram de 
corba mitjançant una condició inicial. La manera més senzilla d’abastar aquest objectiu seria 
utilitzar un algoritme de primer ordre per resoldre equacions diferencials: L’algoritme d’Euler. 
Aquest consistiria a considerar els valors de les derivades temporals en un punt concret com 
un increment de la funció en una variació petita del temps. És a dir, que donades unes 
condicions inicials {𝑥1
0 , 𝑥2
0 , 𝑡0}, i donat un increment de temps 𝛿𝑡 , s’aproximaria com a solució 
per a  𝑡 = 𝑡0 + 𝛿𝑡  : 
𝑥1
0 = 𝑥1  𝑡0                                        
𝑥2
0 = 𝑥2  𝑡0                                        
𝑥1 𝑡0 + 𝛿𝑡 ≅ 𝑥1
0 + 𝑓 𝑥1
0 , 𝑥2
0 · 𝛿𝑡 
𝑥2 𝑡0 + 𝛿𝑡 ≅ 𝑥2
0 + 𝑔 𝑥1
0 , 𝑥2
0 · 𝛿𝑡  . 
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Per a calcular el següent pas d’integració (per a 𝑡 = 𝑡0 + 2 𝛿𝑡) l’algoritme parteix del punt 
(𝑥1(𝑡0 + 𝛿𝑡) ,(𝑥2(𝑡0 + 𝛿𝑡)) com a condició inicial i repeteix el procés fins a obtenir la quantitat 
de punts desitjada. El fet de resoldre equacions diferencials mitjançant mètodes aproximats 
(a fi de simular) provoca que es produeixi un error a la solució. Aquest error és creixent a 
mida que s’avança en passos per l’algoritme. Precisament, per tal de minimitzar l’error 
acumulat a l’hora de resoldre les equacions, s’han desenvolupat al llarg de la història recent 
mètodes de resolució d’ordre superior, en què l’error produït és menor. Aquest no és el tema 
del projecte i per tant no es desenvoluparà més. Però la simulació que es realitzarà com a 
part d’aquest projecte utilitza algorismes de simulació. A més a més, comprendre l’algoritme 
d’Euler proporciona una eina molt útil per tal d’imaginar com evoluciona un sistema, sigui 
continu o continu a trossos. Més endavant es demanarà al lector que faci un esforç mental 
per a comprendre el comportament dels sistemes de Filippov tot imaginant-ne el seu 
desenvolupament mitjançant aquest mètode. Aquesta és una bona eina per comprendre 
sistemes que no tenen una solució analítica (molts sistemes no lineals i, en aquest cas 
concret, els sistemes continus a trossos). 
Molts sistemes dinàmics que es troben habitualment en la descripció de fenòmens físics 
responen a un caràcter continu a trossos. Aquests queden definits per períodes d'evolució 
continua interrompuda per events instantanis. Problemes d'impacte, commutació o bé 
lliscament són alguns exemples d'aquests sistemes. Algunes aplicacions d'aquest tipus de 
problemes són el fregament, les col·lisions, processos intermitentment limitats o sistemes 
commutats (de sistemes electrònics per exemple). 
Cal tenir present, que els salts i les commutacions en sistemes dinàmics representen la més 
greu de les no-linealitats. Molts dels exemples que habitualment es realitzen d'aquests 
sistemes estan compostos per sistemes lineals, amb resolució exacta coneguda. Cal veure 
que aquesta aparent resolubilitat immediata és una il·lusió, donat que hom no coneix a priori 
aquells instants en que es produirà una commutació. L’anàlisi d'aquests sistemes dinàmics 
fa ús d'eines tradicionalment aplicables a sistemes continus, si bé la presència d'elements 
distintius, únics i característics dels sistemes discontinus, provoca el necessari 
desenvolupament de noves eines.  
En l'estudi clàssic de la dinàmica de sistemes, és habitual centrar especial atenció en 
aquella configuració de paràmetres tal que, en patir una lleugera variació, la topologia de les 
trajectòries varia, aquesta variació s'anomena bifurcació. Per a sistemes continus, governats 
per equacions diferencials ordinàries, existeix una ben establerta teoria qualitativa 
topològica. En canvi, per als sistemes continus a trossos, aquest segueix essent un tema 
d’investigació ben vigent i viu. En aquest projecte s’estudien algunes bifurcacions d’uns 
sistemes concrets: Els sistemes de Filippov.  Per a més informació sobre els sistemes 
continus a trossos es recomana consultar la font [4].  
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 En aquests sistemes, els trams continus estan definits en regions de l’espai separades per 
corbes (quan els sistemes son plans). La possible commutació entre ells es produeix quan el 
sistema passa d’una regió a la altra. Si bé, com ja es veurà al llarg del treball, el sistema pot 
evolucionar a les pròpies corbes que separen les regions en certes ocasions. Quan això 
succeeix, el sistema no respon a les equacions de cap dels sistemes dels que està compost, 
sinó a una combinació d’ells. A aquest fenomen se l’anomena lliscament. 
5.1. Antecedents 
Aquest projecte té un afany didàctic a través de mitjans informàtics que ve precedit de molts 
d’altres desenvolupats amb anterioritat. Es posa com a precedent tres projectes, de 
projecció molt diferenciada entre ells. Tots tres, per això, destaquen per l’objectiu comú de 
posar a l’abast públic eines gratuïtes per a la comprensió de la física i les matemàtiques, i 
les tres eines fan ús de la simulació mitjançant applets per a assolir tal tasca. Per un cantó, 
la web Hyperphysics [5], desenvolupada per la universitat estatal de Georgia, Estats units, 
dedica un espai a la xarxa a l’ensenyament de la física. D’altra banda, el professor Francisco 
Esquembre, de la “Universidad de Murcia”, ha desenvolupat un entorn per a crear 
simulacions interactives EJS, així com un llibre didàctic que explora les possibilitats del 
software[6]. Finalment, i com a precedent més destacat, el treball de la Niliana Andreina 
Carrero Candelas [3] desenvolupa uns softwares de simulació de sistemes de Filippov 
que assenten les bases del present projecte. 
-Hyperphisics 
Hyperphysics es una pàgina web dedicada a la docència de la física mitjançant explicacions 
teòriques i ajudant-se d'applets interactius realitzats amb JAVA. La pàgina està creada pel 
“Department of physics and Astronomy” de la “Georgia State University”. Es divideix el seu 
contingut en diversos blocs temàtics de manera que abarca gran part del temari que 
s'acostuma a impartir en cursos de graduat en física, el contingut es distribueix de tal 
manera que l'usuari pot consultar una temàtica molt concreta a mida que especifica el que 
vol a través de les subseccions que es troba. La seva consulta és de lliure accés per a tots 
els usuaris i constitueix un exemple, sobretot pel que fa referència a l'aspecte i interactivitat 
de les aplicacions, de l'esperit pretén mostrar aquest projecte. 
-“Creación de simulaciones interactivas con JAVA” i “EJS” 
 EJS és un software desenvolupat des del llenguatge de programació JAVA. El software 
permet a l’usuari programar de forma intuïtiva i visual applets que simulin multitud de 
fenòmens. L’entorn té implementats algoritmes d’integració numèrica per a sistemes 
dinàmics. EJS és precisament l’entorn triat per a crear el software del projecte per la seva 
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versatilitat i per la seva potència com a programari de simulació. També te el gran avantatge 
que els applets que en resulten pesen poc i per tant poden penjar-se en una pàgina web. 
- Tesi de fi de master: Herramientas interactivas para control en modo de deslizamiento” 
Bàsicament, la tesi té com a objectiu desenvolupar dues eines interactives. Per un cantó 
es va crear, mitjançant el software Sysquake, un entorn des del qual l’usuari pot simular 
sistemes de Filippov plans, compostos de dos sistemes lineals separats per una única 
recta, la eina presenta mitjans d’anàlisi dels sistemes lineals que componen el sistema 
global i presenten l’evolució de paràmetres importants del sistema al llarg del temps. 
D’altra banda es desenvolupà, mitjançant el software EJS, una eina capaç de simular 
sistemes (també lineals) tridimensionals. I ho fa de forma igualment interactiva i 
mitjançant un entorn gràfic amable. El present projecte parteix d’aquest treball, i pretén 
simular sistemes plans no lineals. Gràcies a aquesta particularitat, es podran observar 
fenòmens com la tangència cúbica que, d’altra banda, si els sistemes que composen el 
sistema fossin lineals no es podrien simular. 
5.2. Objectius 
Com ja s’ha comentat en el resum, a grans trets els objectius dels projecte són dos. Tots dos 
objectius tenen ànim didàctic. No obstant aquests objectius es poden desglossar en 4 que 
són els mostrats a continuació: 
 Fer una descripció amb ànim didàctic dels sistemes de Filippov plans. Així com 
analitzar sistemes de forma local 
 Desenvolupar una eina d’aspecte amigable que permeti a l’usuari simular sistemes 
de Filippov plans no lineals. 
 Traduir i fer assequible un article científic [2]. Es tracta de fer assequible a qualsevol 
estudiant de ciències o enginyeries les bifurcacions tractades a l’article. 
 Utilitzar el software per mostrar de forma visual aquestes bifurcacions 
És digne d’esment que els objectius que tenen a veure amb la creació del software, es 
complementen amb els descriptius, i fomenten una bona eina per il·lustrar exemples.  
5.3. Magnitud del projecte 
El present projecte té cabuda al món de l’ensenyança superior. Per aquesta raó, es té en 
compte per quin mitjà poden arribar aquestes eines als usuaris: internet.  
L’objectiu és que quedi a l’abast de tots els públics. La elecció del software EJS va 
encaminada a que el applet resultant serà “lleuger”. D’aquesta manera, al posar a disposició 
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gratuïta el software desenvolupat aquí, es convida a que qui tingui predisposició pengi el 
programa a una localització web, així com el contingut teòric extret i adaptat de l’artícle de 
Kurznetsov et al [2]. 
La magnitud del projecte, doncs, és estrictament la de creació d’un software i el resum d’un 
artícle, tot i que es té en compte en la concepció quin hauria de ser el seu mitjà de 
distribució. 
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6. Sistemes de Filippov plans 
6.1. Introducció 
Aquest apartat es proposa presentar els sistemes de Filippov. La idea d’aquesta introducció 
és mostrar la definició de sistema de Filippov en primer lloc, i posteriorment fer realitzar un 
exercici al lector de manera que aquest “simuli” mentalment com es desenvoluparia un 
sistema d’aquest tipus. Aquest exercici sentarà les bases per tal que, en posteriors apartats, 
el lector conegui a grans trets el comportament d’aquests sistemes. 
Consideris dos conjunts oberts del pla que no es solapen separats per una corba regular. El 
conjunt Σ son els punts de la corba mentre que 𝑆1 i 𝑆2 són les regions que separa la corba 
(És considera que Σ és frontera de 𝑆1). Consideris també un punt 𝑝𝑈 ∈ Σ. Es defineix el 
següent sistema en un entorn de  𝑝𝑈 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ
2 (a partir d’ara es sobreentén que tots els 
sistemes que es defineixin al llarg del treball tenen caràcter local al voltant d’un punt de la 
corba). 
 
𝑋 1 = 𝐹
 1  𝑋1 ,                     𝑋1 ∈ 𝑆1 ∩ 𝑈
𝑋 2 = 𝐹
 2  𝑋2 ,            𝑋2 ∈ 𝑆2 ∩ 𝑈
  (𝐸𝑞_6.1) 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.1. Representació d’un sistema de Filippov local 
 
Nota: Notis que 𝑋 1 i 𝑋 2 són camps vectorials. En general els camps vectorials seran 
representats per lletres majúscules, mentre que els escalars ho seran per minúscules. 
En un sistema d’aquest estil (Eq_6.1), que s’anomeni continu, per a qualsevol punt  𝑞 ∈ Σ ∩
𝑈 es dona la circumstància que  𝐹 1  𝑞 = 𝐹 2  𝑞 . És a dir, el camp vectorial és continu al 
llarg de l’entorn on està definit el sistema. De ser així, el sistema es podria escriure de forma 
𝑝𝑈   . 
Σ 
𝑆1 
𝑆2 
𝑈 
𝑥1 
𝑥2 
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clàssica com 𝑋 = 𝐹 𝑋 ,  𝑋 ∈ 𝑈. D’ara en endavant, a aquell sistema en que existeix algun 
punt de la corba tal que 𝐹 1  𝑞 ≠ 𝐹 2  𝑞  se l’anomenarà Sistema de Filippov. Cal veure 
que en aquest tipus de sistema el camp vectorial presenta discontinuïtat. Aquest fenomen 
trenca una de les premisses del teorema d’unicitat, es a dir, diverses corbes del sistema 
poden passar per un mateix punt. De tal manera que, ja en aquest apartat del projecte, es 
pot preveure que els resultats del teorema no tenen perquè complir-se sempre.  
Per mostrar el que succeeix molt a prop d’un punt 𝑞 de Σ, es començarà mostrant el 
comportament de forma qualitativa, i el més intuïtiva possible. Cal tenir present que les 
properes línees tenen un to més informal i de “simulació mental”, que no pas analític. 
L’objectiu és que es comprengui com es simulen aquests sistemes. Aquest pretén ser 
introductori i donar una idea del que es tractarà. I es demanarà al lector que imagini com es 
desenvolupa el problema tal com ho veuria l’ordinador aplicant un algoritme de resolució. 
S’anomena a un punt de S1 molt proper a q “q1”, i a un punt de S2 molt proper a q “q2”. Posis 
per cas que 𝐹 1  𝑞1   i 𝐹
 2   𝑞2  tenen la següent configuració: 
 
 
 
 
 
Fig.  6.2. Representació de la configuració de camps (1) 
 
Imaginis que existeix una solució del sistema (1) amb condició Inicial 𝑋(0) = 𝑞. De manera 
intuïtiva es pot observar que una hipotètica solució del sistema que passes per 𝑞 per 𝑡 = 0, 
per a 𝑡 < 0, viuria a 𝑆1, almenys durant un interval finit, perquè el camp vectorial, al punt q1, 
s’apropa a la corba. I en canvi a q2, per t>0 el sistema viuria 𝑆2, també en un interval finit de t 
almenys, perquè el camp “s’allunya” de la corba. 
També cal veure que 𝐹 1 (𝑞1) és la derivada temporal de la solució del sistema d’un punt de 
S1 i 𝐹
 2 (𝑞2) ho és d’un punt molt proper per al sistema que viu a S2 . Per tant, els dos camps 
representarien, gràficament, el vector tangent a la corba en punts molt propers. La idea que 
es volia representar amb el dibuix era precisament que els camps de les dues regions no 
convergissin en un mateix a q. És a dir, es presenta discontinuïtat en el camp. 
𝑞   . 
𝐹 1 (𝑞1) 
𝐹 2 (𝑞2) 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
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Per tal de veure amb més claredat els exemples a partir d’ara es farà l’exercici d’imaginar 
que s’aplica l’algorisme d’Euler en la resolció dels sistemes (L’algorisme d’Euler està descrit 
a l’apartat “Introducció”). Imaginis que la solució analítica del sistema a S1 és 𝐶1(𝑡), definida 
per 𝑡 ∈ (−𝑎, 0] on a és un nombre positiu, de manera que tot el tram de corba viu a S1 i 
𝐶1 0 = 𝑞. Per a t=0, la solució s’aproxima per 𝐶1 𝑡 = 𝐶1 0 + 𝐶1
′ 0 · 𝑡 + 𝑂 𝑡2 ≅ 𝑞 +
𝐹 1  𝑞 · 𝑡. Per tant, si es partís de q, al buscar el proper pas d’integració de l’algoritme es 
trobaria  𝐶1 0 + 𝛿𝑡 ≅ 𝑞 + 𝐹
 1  𝑞 · 𝛿𝑡 , que efectivament viuria a S2 (Es pot veure fàcilment 
que la corba prové de S1 si es posa un pas d’integració negatiu en comptes de positiu, vegi’s 
al dibuix l’aproximació, 𝐶1 0 − 𝛿𝑡 ≅ 𝑞 − 𝐹
(1)(𝑞)). Igualment imaginis que la solució del 
sistema a S2 és 𝐶2(𝑡), definit per 𝑡 ∈ (0, 𝑏) de manera que en aquest interval el sistema 
sempre viu a S2. Si es repeteix el mateix raonament de simulació amb l’algoritme d’Euler per 
S2, partint del punt on s’ha anat a parar (per simplificar la notació es pren 𝐶1 𝛿𝑡 = 𝑞2) a la 
corba solució del segon sistema 𝐶2(𝑡) s’obté 𝐶2 𝐶2
−1(𝑞2) + 𝛿𝑡 ≅ 𝑞2 + 𝐹
 2  𝑞2 · 𝛿𝑡 , que 
com es pot comprovar pertany a S2, per tant s’assegura que el sistema es queda a S2. 
(vegi’s Fig.  6.4). 
Aquesta corba és la solució del següent problema del valor inicial (PVI) (Eq_6.2) del sistema 
general (Eq_6.1). I queda definida de forma continua a trossos de la següent manera 
(Eq_6.3). 
 
𝑋 1 = 𝐹
 1  𝑋1 ,                    𝑋1 ∈ 𝑆1 ∩ 𝑈
𝑋 2 = 𝐹
 2  𝑋2 ,            𝑋2 ∈ 𝑆2 ∩ 𝑈
𝑋1 0 = 𝑞                                                    
   (𝐸𝑞_6.2) 
𝜙 𝑡 =  
𝑋1 = 𝐶1 𝑡 , 𝑡 ∈ (−𝑎, 0]
𝑋2 = 𝐶2 𝑡 ,            𝑡 ∈  0, 𝑏  
  (𝐸𝑞_6.3) 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.3. Representació de les corbes integrals del PVI (Eq_6.3) 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
corba 𝐶1(𝑡) 
corba 𝐶2(𝑡) 
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Nota: a partir d’ara sempre es sobreentén que 𝐹 1  𝑞1 = lim𝑡→0+ 𝐹
(1)(𝐶1 𝑡 ) i                 
𝐹 2  𝑞2 = lim𝑡→0− 𝐹
(2)(𝐶2 𝑡 ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.4. Representació d’una simulació mitjançant el mètode d’integració d’Euler de 
l’exemple (1) 
 
Tot seguit es mostra el següent exemple: 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.5. Representació de la configuració de camps (2) 
 
𝐹 1 (𝑞1) 
𝐹 2 (𝑞2) 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
Aproximació de 𝐶1(−𝛿𝑡) 
 𝐶1(0) 
Aproximació de 𝐶1 𝛿𝑡  
 
Aproximació de 𝐶2(𝐶2
−1(𝑞2) + 𝛿𝑡) 
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Per a aquest exemple, cal tenir present que els camps vectorials varien de forma continua 
en l’espai, és a dir, les configuracions properes seran semblants a les que es mostren per q1 
i q2. El següent gràfic mostra el camp en un entorn dels punts. 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.6. Representació dels camps de l’exemple (2) continus 
 
Partint de les definicions descrites a l’exemple anterior, i procedint a raonar anàlogament 
(integrant a partir de q1 com a condició inicial) s’obtindria una solució aproximada d’aquest 
estil: 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.7. Representació d’una simulació mitjançant el mètode d’integració d’Euler de 
l’exemple (2) 
 
Com es pot observar, els passos es van movent alternativament d’un cantó a l’altre de la 
corba. Hom es pot imaginar que, si els passos d’integració 𝛿𝑡  fossin molt petits, la solució 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
Condició inicial q1 
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pràcticament viuria sobre la corba que separa les regions. Aquest és precisament, 
l’anomenat fenomen de lliscament. 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.8. Representació del lliscament ideal de l’exemple (2) 
 
Es tanca aquest apartat introductori dels sistemes de Filippov plans mostrant un últim 
exemple, en que s’obté un equilibri a la corba Σ. Notis que el vector 𝑁(𝑞) representa el 
vector normal a Σ al punt q. 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.9. Representació de la configuració de camps (3) 
 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
𝐶1(𝑡) 
𝑆(𝑡) (tram de lliscament) 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
N(q) 
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En aquesta configuració tots dos camps son paral·lels a N(q) en un punt molt proper a q. Si 
es procedís a integrar mitjançant l’algoritme d’Euler s’aniria a parar a punts molt propers de 
la corba al voltant del mateix punt q. 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.10. Representació d’una simulació mitjançant el mètode d’integració d’Euler de 
l’exemple (3) 
Si el pas d’integració fos molt petit, el punt q seria d’equilibri. Podria ser equilibri estable o 
inestable en funció de com es comportés el sistema sobre la corba al voltant del punt. 
Un cop vist com es simulen els sistemes al voltant d’un punt de la corba mitjançant diverses 
situacions representatives, ha arribat el moment de veure com distingeixen de manera més 
precisa aquelles parts de la corba en que el sistema farà una cosa o en farà una altra, i 
especificar quin és el comportament precís del lliscament. 
6.2. Classificació dels punts de 𝚺 
 
Donat el sistema de Filippov (ja descrit a l’apartat anterior) (Eq_6.1): 
 
 
𝑋 1 = 𝐹
 1  𝑋1 ,                    𝑋1 ∈ 𝑆1 ∩ 𝑈
𝑋 2 = 𝐹
 2  𝑋2 ,            𝑋2 ∈ 𝑆2 ∩ 𝑈
   
 
La corba que separa les regions Σ ve donada en la seva forma implícita pels zeros del camp 
escalar  diferenciable 𝑕(𝑋):  ℝ2 → ℝ. Per qüestions tècniques el camp h també ha d’acomplir 
que el seu gradient no s’anul·li mai  (∇𝑕 𝑋 ≠ 0  ∀𝑋 ∈ Σ⋂𝑈 ) i sigui continu. 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
N(q) 
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Σ =  𝑋 ∈  ℝ2: 𝑕 𝑋 = 0  (𝐸𝑞_6.4) 
Així mateix, les regions S1 i S2 es defineixen també mitjançant 𝑕(𝑋), com aquells punts que 
compleixen que 𝑕 ≤ 0 i 𝑕 > 0 respectivament. 
𝑆1 =  𝑋 ∈ ℝ
2 :𝑕(𝑋) ≤ 0  (𝐸𝑞_6.5) 
𝑆2 =  𝑋 ∈ ℝ
2: 𝑕 𝑋 > 0  (𝐸𝑞_6.6) 
Es recorda que es considera que Σ  és frontera de 𝑆1 per la definició que es dóna a l’apartat 
6.1. Es recorda també que tota la notació i criteris del treball es basen en l’artícle [2]. Ara cal 
distingir aquells punts de la corba tal que les trajectòries llisquen d’aquells on el sistema 
passa d’una regió a l’altra. Per fer-ho, es veurà quina és la diferencia, des del punt de vista 
analític, entre una trajectòria que “s’acosta” a  Σ i una que se n’allunya. Per fer-ho, es 
pensarà, de la mateixa manera que a l’apartat anterior, en un punt molt proper a q de S1 
s’anomena q1. 
Primer de tot s’exposarà el raonament més formal, i posteriorment s’analitzarà d’una forma 
més gràfica i intuïtiva, simplement a mode de justificació visual. 
Pensi’s en una trajectòria del sistema que es troba a 𝑞 ∈ {𝑕 = 0} , se la anomena 𝜙 𝑡  
(Vegis Eq_6.3 de la pàgina 19) que està lliscant, en tal cas  
𝑑
𝑑𝑡
 𝑕 𝜙 𝑡   
|𝑞
= 0, donat que la 
trajectòria es mantindrà a la corba de discontinuïtat per algun interval t>0. Aplicant la regla 
de la cadena s’arriba a que  
𝜕
𝜕𝜙  𝑡 
𝑕 · 
𝜕
𝜕𝑡
𝜙 𝑡 =  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 1 (𝑞1) =0. Nogensmenys, si h 
decreix significa que les trajectòries van a parar a 𝑆1, és a dir que  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 1 (𝑞1) <0. I si 
h creix van a parar a 𝑆2, és a dir que  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 1 (𝑞1) >0. 
 
 
 
 
. 
 
Fig.  6.11. Representació de camps que s’apropen a Σ 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
N(q) 
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Tot seguit s’analitza de forma gràfica quines implicacions comporten aquest resultat. 
Com es pot veure a la Fig.  6.11., s’acosten a la corba tots aquells vectors situats a q1 que 
formen entre 
𝜋
2
𝑟𝑎𝑑 i 3
𝜋
2
 𝑟𝑎𝑑  amb el vector normal a la corba N(q). Dit d’una altra manera, 
tots aquells vectors tal que el seu producte escalar amb N(q) sigui menor que zero. 
Daltra banda, els vectors que “s’allunyen” de Σ es reconeixen per formar un angle amb N(q) 
entre  −
𝜋
2
𝑟𝑎𝑑 i 
𝜋
2
𝑟𝑎𝑑. Es a dir, que el producte escalar entre N(q) i un vector que s’allunya 
de la corba es major que zero. 
 
 
 
 
 
Fig.  6.12. Representació de camps que s’allunyen a Σ 
Vegis el gràfic de la funció producte escalar entre N(q) i un vector v en funció de l’angle que 
formen. 𝑃 𝜃 =  𝑁 𝑞 , 𝑣 =  𝑁(𝑞)  𝑣  cos 𝜃 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.13. gràfic . 𝑃 𝜃 -. 𝜃 
Si s’analitza el que succeeix a la regió S2, a un punt molt proper a la corba: q2 s’observa que 
el producte escalar entre un vector que s’acosta a la corba i la normal a la mateixa dona 
positiu.  Anàlogament si el vector s’allunya de la corba dóna negatiu.  
 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
N(q) 
𝑃 𝜃  
𝜃 
La trajectòria s’allunya de la corba 
La trajectòria s’acosta a la corba 
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Fig.  6.14. Representació de vectors iguals a totes dues regions 
Es resumeix mitjançant el proper quadre les possibles situacions. 
 
Regió/Punt S’allunya S’apropa Producte escalar 
entre N(q) i v 
S1/q1 X  >0 
S1/q1  X <0 
S2/q2 X  <0 
S2/q2  X >0 
 
Es pensa en aquest vector v de la regió S1 com el camp del sistema de Filippov avaluat a q1, 
es a dir 𝐹 1 (𝑞1), i es pensa en el camp evaluat a q2 si el camp prové de S2, es a dir 𝐹
(2)(𝑞2). 
Es pren el gradient del camp escalar h com el vector normal a la corba, es a dir 
N(q)= 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  (Recordis que s’ha acordat que aquest gradient no s’anul·la mai i és continu, 
de manera que sempre apunta a la mateixa regió). Es defineix la funció 
𝜎 𝑞 =  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 1 (𝑞1) ·  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 2 (𝑞2) . Tot seguit es mostra una taula que valora el 
signe de 𝜎 𝑞  en funció de si els camps propers a q s’acosten o s’allunyen per una regió i 
per l’altre. 
 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
N(q) 
Observis que un mateix vector 
que s’allunya de la corba situat a 
q1, si es situa a q2 s’hi acosta 
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𝐹 1 (𝑞1) 𝐹
 2 (𝑞2) 𝜎 𝑞  
S’allunya S’allunya <0 
S’apropa S’apropa <0 
S’allunya S’apropa >0 
S’apropa S’allunya >0 
 
Observis que si el vector normal fos el que apunta en direcció contraria (𝛻𝑕(𝑋)|𝑞 =-N(q)), el 
signe de 𝜎 𝑞  seria el mateix, per tant els resultats d’aquest estudi no depenen de cap a 
quin sentit es dibuixi el vector normal. 
Es distingeixen, a partir d’aquesta funció, els punts de la corba Σ en que es produïrà 
lliscament d’aquells on es passarà d’una regió a una altra. Quan les trajectories s’allunyen 
per un cantó i s’apropen per l’altre es passa d’una regió a una altra com ja s’ha vist a 
l’apartat anterior Introducció. A aquest conjunt de punts se’ls anomena Σc  i acompleixen: 
Σc =  X ∈ Σ: 𝜎 𝑋 > 0  (𝐸𝑞_6.7) 
Altrament, quan les trajectòries s’apropen a q per ambdós cantons, o bé quan les trajectòries 
s’allunyen, es produeix lliscament. Al conjunt de punts que acompleixen aquesta condició 
se’ls anomena Σs 
Σs =  X ∈ Σ: 𝜎 𝑋 ≤ 0 (𝐸𝑞_6.8) 
Dins d’aquest subconjunt Σs es distingeixen aquells que els camps 𝐹
 1 (𝑞1) i 𝐹
 2 (𝑞2) 
s’allunyen de la corba d’aquells en que tots dos camps s’acosten a la corba. En el primer cas 
es parla que la orbita lliscant és inestable, mentre que en el segon cas és estable. És a dir: 
 Si  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 1 (𝑞1) > 0 𝑖  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 2 (𝑞2) < 0 el lliscament és inestable. 
 Si  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 1 (𝑞1) < 0 𝑖  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 2 (𝑞2) > 0 el lliscament és estable. 
Aquells valors pels quals 𝜎 𝑋 = 0 es consideren part de la zona de lliscament, el que 
succeeix en aquests casos es que almenys una trajectòria que passa per q és tangent a Σ o 
be hi ha un punt d’equilibri. 𝜎 𝑞 =  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 1 (𝑞1) ·  𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  ,𝐹
 2 (𝑞2) , com 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞   
no s’anul·la, les possibilitats son: 
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 que 𝐹 1 (𝑞1) ⊥ 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞    tangència de C1(t) a q 
 que 𝐹 2 (𝑞2) ⊥ 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞   tangència de C2(t) a q 
 𝐹 1  𝑞1 =0 q es punt d’equilibri de 𝐹
 1  
 𝐹 2  𝑞2  =0  q es punt d’equilibri de 𝐹
 2  
6.3. Dinàmica de lliscament 
Quan hi ha lliscament, com ja s’ha discutit a l’apartat introducció, el sistema viu sobre la 
corba. O dit d’altre manera, el camp que defineix el sistema és tangent en tot moment a Σ. 
Aquest camp que respon al lliscament ideal s’interpreta gràficament de la següent manera:  
 
 
 
  
 
 
Fig.  6.15. Representació de lliscament ideal 
 
El camp avaluat a un punt “q” és, com s’observa al dibuix, la intersecció entre una recta que 
uneix els extrems de 𝐹 1  𝑞1  i 𝐹
 2  𝑞2  i la recta tangent a la corba. 
𝑟:  𝑋 = 𝑞 + 𝐹(2) + 𝜆(𝐹(1) − 𝐹(2)) 
Per tal de tenir el vector cal restar-li el punt q 
𝑔 = 𝑞 + 𝐹(2) + 𝜆(𝐹(1) − 𝐹(2)) − 𝑞 = 𝐹(2) + 𝜆(𝐹(1) − 𝐹(2)) 
Per a alguna 𝜆 aquest serà el vector que es busca. Cal cercar una condició més. Aquest 
vector multiplicat escalarment per el gradient ha de donar zero. 
 𝐹(2) + 𝜆(𝐹(1) − 𝐹(2)),𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  = 0 
Utilitzant propietats del producte escalar i aïllant 𝜆 s’obté: 
𝑥1 
𝑥2 
𝑆1 
𝑆2 
Lliscament ideal 
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𝜆 =
 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞 ,𝐹
(2) 
 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞 ,𝐹(2) − 𝐹(1) 
 
Així doncs, a partir d’ara, per a qualsevol punt 𝑞 ∈ Σs el camp pel que es regeix la equació 
diferencial és: 
𝑔  𝑋 = 𝐹(2) + 𝜆(𝐹(1) − 𝐹(2)),  𝜆 =
 𝛻𝑕 𝑋 |𝑞 ,𝐹
 2  
 𝛻𝑕 𝑋 |𝑞 ,𝐹
 2 −𝐹 1  
 (𝐸𝑞_6.9) 
 
6.4. Tangència a  𝐪 ∈ 𝚺 
Com que en aquest apartat es discutirà sobre punts pertanyents a Σ propers entre ells, cal 
trobar un sistema de coordenades que en faciliti la expressió. Per a apartats posteriors es 
requerirà d’aquest sistema de coordenades. Es pensa en una aplicació bidiferenciable i 
bijectiva (difeomorfisme) d’aquest estil  𝜓:ℝ2 → ℝ2, de manera que 𝜓 𝑢, 𝑣 = (𝑥1, 𝑥2) en un 
entorn de cada punt de la corba. S’imposa que totes les corbes de l’estil {𝑕 = 𝑎} esdevinguin 
rectes horitzontals, mitjançant aquest canvi, i que l’origen estigui contingut en la recta de 
discontinuïtat per tal de facilitar la feina (veure Fig.  6.14.). Aquest fet  implica 𝜓 𝑢, 0 =  Σ =
{𝑕 = 0} per 𝜓 0,0 = (0,0). Com a observació es destaca que, en ser diferenciable tant 𝜓 
com 𝜓−1, si Σ és una corba regular, la seva antiimatge 𝜓−1(Σ) ho ha de ser i viceversa. Es a 
dir, que si els punts de l’espai de sortida a tractar són molt propers, també ho seran per la 
imatge o antiimatge, i a més a mes a més, si una corba és suau a l’espai de sortida ho serà 
també a l’espai d’arribada degut a la diferenciabilitat de la aplicació. També es mantindrà 
continuïtat i diferenciabilitat sobre qualsevol altra funció escalar composada amb aquesta. 
Aquesta aplicació manté certes propietats sobre els objectes que transforma. La tangència 
és un dels aspectes que manté. Val la pena senyalar com són les equacions del sistema 
dinàmic en aquestes noves variables. Si 𝑌 = 𝜓−1 𝑋 = (𝑢, 𝑣) son els punts de l’espai 
d’arribada, un camp vectorial en aquest es calcularia aplicant la regla de la cadena com 
𝑑𝑌
𝑑𝑡
= 𝐷 𝜓−1 
𝑑𝑋
𝑑𝑡
. Es recorda que l’aplicació D, corresponent a la derivada, restringida a un 
punt és una aplicació lineal. Si aquesta s’avalua sobre tots els punts del camp 
𝑑𝑋
𝑑𝑡
= 𝐹 del 
sistema, el resultat és el camp del sistema sota aquest canvi de coordenades 𝐹′ = 𝐷 𝜓−1 𝐹. 
Després d’aquest incís es reprèn l’apartat sobre la tangència. Com ja s’ha vist, la tangència 
es pot donar en aquells punts on la funció escalar 𝜎 𝑋  s’anul·la. Cal tenir present que 𝜎 𝑋  
pot anular-se també perquè un dels camps sigui zero (la qual cosa implicaria un punt 
d’equilibri d’una de les dues regions), cal descartar aquest cas, per tant, abans de tot. És a 
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dir que només interessa els casos en que s’anul·la 𝜎 𝑋  com a conseqüència que algun dels 
camps es faci perpendicular a 𝛻𝑕(𝑋). 
Per un cantó, pot succeir que 𝜎 𝑋  canviï de signe. D’altra banda, pot ser que tan sols toqui 
esporàdicament el zero. Per tal de dibuixar gràfiques es recorre a 𝜓 per trobar un sistema de 
coordenades d’aspecte amigable. S’aplica 𝜓−1 Σ =  𝑢, 0  seguint la definició descrita al 
primer paràgraf. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.14. Representació de com actua 𝜓 sobre Σ i sobre el camp escalar 𝜎 (aquest últim 
només es representa per {h=0} 
 
 
 
 
𝜓−1 
𝜓  
𝑢 
𝑣 
𝑆2 
𝑆1 
𝑞 
𝜓−1(𝑞) = (0,0) 
𝜎({h = 0}) 
 𝜎(𝜓−1 {h = 0} ) = 𝜎  𝑢, 0 = 𝜎  𝑢  
𝜎 
 𝑕 = 0  
𝑥1 
𝑥2 
𝑆2 
𝑆1 
 𝑕 = 𝑎  
 𝑕 = −𝑎  
𝜓−1 𝑕 = 𝑎  
𝜓−1 𝑕 = −𝑎  
𝜓−1 𝑕 = 0  
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Fig.  6.15. Representació de com varia 𝜎 en el nou sistema de coordenades. Casos de 
tangència cúbica (A) i (A’) 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  6.16. Representació de com varia 𝜎 en el nou sistema de coordenades. Casos de 
tangència quadràtica, B i B’ 
 
Aquests fenòmens donaran lloc a diversos casos en funció de si es produeix la tangència a 
una zona, a l’altra o a totes dues alhora. Als exemples de bifurcacions que es contemplen a 
l’últim bloc del treball es veu amb més detall. En aquest apartat es discernirà sobre els tipus 
de tangència possibles tan sols quan només existeix tangència entre corba i trajectòria d’una 
𝑢 
 𝜎 (𝜓−1 Σ ) = 𝜎 (𝑢) 
𝜎  𝑢  passa per zero sense 
atravessar-lo,  (𝐴) 
𝜎 (𝑢) 
𝜎  𝑢  passa per zero sense 
atravessar-lo (𝐴′) 
𝑢 
𝜎 (𝑢) 
𝑢 
𝜎  𝑢  atravessa el zero. I és una 
funció creixent 
(𝐵) 
𝜎 (𝑢) 
𝑢 
(𝐵′) 
𝜎  𝑢  atravessa el zero. I és una 
funció decreixent 
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de les regions contigües, per exemple (i per seguir la notació de l’article [2]), es considera 
𝐹 1 (𝑞) ⊥ 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞  , es a dir, tangència per la regió S1 . 
Es retorna a la aplicació 𝜓 per tal d’imposar-hi una altra condició. Es pot assegurar, pel 
teorema anomenat “Flowbox Theorem” [7]) que es pot redireccionar el camp vectorial de S2 
mitjançant una aplicació també diferenciable i bijectiva de manera que aquest passi a ser 
constant en mòdul i sentit. Per tal que la aplicació que redirecciona les trajectòries de S2 
sigui la mateixa que la que converteix la corba sigma en una recta horitzontal cal que no hi 
hagi tangència entre el camp i la corba, donat que en tal cas la aplicació hauria de mantenir 
la tangència. Com que a la regió S2 no s’hi produeix tangència, el camp a S2 pot esdevenir 
constant i vertical, en canvi el camp que viu a S1 es mantindrà tangent a Σ. És a dir, per a un 
entorn de q, 𝐹′(2) = 𝐷 𝜓−1(𝑋2) · 𝐹
(2) = (0,∓1), on el signe del camp pot ser positiu o 
negatiu en funció de si les trajectòries de S2 s’allunyen o s’apropen a Σ. El camp de S1 es 
veurà modificat també com a conseqüència de la aplicació, però mantindrà la tangències i 
les característiques generals del sistema. 
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6.4.1. tipus de tangència 
Es mostra una classificació dels tipus de tangència. Tot plegat es mostra en el sistema de 
coordenades creat en aquest apartat (u,v). Bàsicament es donen dos tipus de tangència: 
 tangència quadràtica: Quan hi ha una tangència, que fa passar el sistema de zona 
de lliscament a zona de no lliscament. Es a dir, 𝜎(𝑢) canvia de signe al voltant de 
u=0 (Casos B i B’) 
 
o Tangència visible: 
 
 
 
 
 
 
 
 
o Tangència invisible: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
S’anomena així perquè hi ha una 
trajectòria que és tangent i per 
tant la tangència es pot observar 
clarament a la regió o zona 
factible. Es tracta del cas (B)( Fig.  
6.16), el sistema passa de lliscar 
per u<0 a no lliscar per u>0 i la 
tangència es troba per u=0. (Es 
tracta del cas B perquè el camp 
redireccionat s’acosta a la corba 
de discontinuïtat, en cas que el 
camp s’allunyés l’efecte contrari i 
es compliria l’exemple B’, el camp 
passaria de lliscar a no lliscar) 
 
S’anomena així perquè la 
tangència es produeix a la regió 
no factible, a és a dir a aquella on 
no està definit el sistema, no hi ha 
cap corba de S1 que la contingui, 
es només un punt. Es tracta del 
cas (B’)( Fig.  6.16), el sistema 
passa de no lliscar per u<0 a 
lliscar per u>0 i la tangència es 
troba per u=0. (Es tracta del cas 
B’ perquè el camp redireccionat 
s’acosta a la corba de 
discontinuïtat, en cas que el camp 
s’allunyés l’efecte contrari, el 
camp passaria de lliscar a no 
lliscar) 
𝑢 
𝑢 
𝑣 
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 tangència cúbica:  
o Pot haver-hi lliscament per la dreta i per la esquerra de la tangència i al propi 
punt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
o O bé les trajectòries poden passar d’un cantó a l’altra tant al punt de 
tangència (on la corba no només serà continua sinó que serà derivable) com 
als punts del seu voltant 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si 𝜎 𝑢 ≤ 0 i passa per zero per 
u=0 sense atravessr-lo (A) (Fig.  
6.15) el sistema llisca tant per 
u>0 com per u<0 o u=0.  
(Observis que si el camp 
redireccionat s’allunyés de la 
corba de discontinuïtat en 
comptes d’acostar-se l’efecte 
seria el contrari i es tractaria del 
cas (A’)) 
 
Si 𝜎 𝑢 ≥ 0 i passa per zero per 
u=0 sense atravessr-lo (A’) (Fig.  
6.15) el sistema passa d’una 
regió a l’altra tant per u>0 com 
per u<0 o u=0. (Observis que si el 
camp redireccionat s’allunyés de 
la corba de discontinuïtat en 
comptes d’acostar-se l’efecte 
seria el contrari i es tractaria del 
cas (A), amb la característica que 
la recta de lliscament seria 
inestable). 
 
𝑢 
𝑣 
𝑢 
𝑣 
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6.5. Inici i final de la regió 𝚺𝐬 
Com ja s’ha vist a l’apartat anterior, la tangència pot representar el inici o el final d’una regió 
de lliscament, o ambdues coses alhora (la tangència cúbica es podria dir que comença i 
acaba al mateix punt donat que el propi punt és l’únic que composa la regió Σs). Llavors ara 
el que es tracta es de discernir aquells punts que inicien la regió la regió Σs d’aquells que la 
acaben. 
Cal aclarir que els termes iniciar o acabar amb una regió fan referència a la evolució del 
paràmetre d’integració t. Per exemple, si la tangència es produeix per t=t0, i per algun valor 
𝛿 > 0 prou petit per t=t0+ 𝛿  el sistema llisca, és que el punt de tangència és un punt d’inici de 
la regió Σs. Si el sistema es troba en un punt de tangència doncs, el que cal averiguar és 
quin valor pren 𝜎 per t=t0+ 𝛿 . Donat que 𝜎 = 0 pel punt de tangència i ell és qui indica si el 
sistema llisca o no en funció del signe que pren. Tot seguit es mostra un exemple: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜎(𝑢) 
𝑢 
𝑢(𝑡0 + 𝛿) 
𝑢(𝑡0 + 𝛿) 
𝜎(𝑢 𝑡0 + 𝛿 ) 
En aquest cas, per a  𝑡0 + 𝛿  el 
sistema no llisca. Es tracta, per 
tant, d’un final de zona de 
lliscament 
𝑢 
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6.6. No unicitat de les solucions 
Per acabar aquest apartat descriptiu, es farà una observació sobre els sistemes de Filippov. 
Com s’indica en el propi títol, la unicitat de les solucions donada una condició inicial no 
queda garantida, així com si que ho fa en els sistemes continus clàssics. 
Per justificar-ho, simplement es pensarà en un sistema que té com a condició inicial un tram 
de lliscament. Imagini’s que el tram és estable. És a dir, que les trajectòries d’una i altra regió 
s’acosten al segment de lliscament. En tal cas, sens dubte, la dinàmica del sistema per a t>0 
és previsible. Nogensmenys, per t<0, el sistema pot provenir, tant d’una regió, com de l’altra. 
O també podria ser que la dinàmica fos de lliscament. 
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7. Simulació dels sistemes de Filippov plans 
En aquest bloc del projecte s’explicarà com es desenvolupa a grans trets el software per 
simular sistemes de Filippov plans. Per tal de fer-ho, s’ha triat l’entorn EJS. Aquest entorn 
permet la creació de simulacions interactives i resulta d’ús molt versàtil i amigable per a 
aquest objectiu. 
Es començarà explicant com funciona l’entorn EJS. Conèixer el seu funcionament resulta útil 
per tal d’afrontar la programació, i també per tal de comprendre com es crea una simulació 
sigui quina sigui. 
Posteriorment s’explica quin ha estat el procés de creació del software i es posen de 
manifest algunes dificultats que s’han trobat en la programació i quina solució s’ha pres al 
respecte. Es posa a disposició el codi sencer del programa a l’Annex B. Es ressalta que tots 
els exemples que es pretenen simular mitjançant el software són formes normals, és a dir, la 
corba de discontinuïtat serà una recta horitzontal sempre. Concretament el programa està 
dissenyat per simular els exemples de l’article de Kurznetsov et al. que només analitza 
formes d’aquest tipus. 
7.1. EJS com a entorn per crear software de simulació 
EJS consta de diverses pantalles o entorns intercomunicats entre ells. La execució d’una 
simulació creada des d’aquest entorn sempre segueix el mateix procés de lectura de codi i 
execució de subprogrames. Es començarà aquest apartat mostrant per separat quines són 
les diferents pantalles per tal de, posteriorment, donar cohesió a la relació que les connecta 
en el software concret que es crea en aquest projecte. 
7.1.1. Pantalla “Descripción” 
Aquesta pantalla té com a objectiu permetre al programador introduir les instruccions d’ús 
del software que pretén crear. L’editor de text empleat s’assembla molt a qualsevol de 
convencional, el codi que empra és HTML. L’accés a aquestes instruccions es farà, un cop 
el programa estigui realitzat i compilat, des de la barra de menús tot consultant la “ajuda”. 
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Fig.  7.1 Pantalla “Descripción” 
7.1.2. Pantalla “Modelo” 
En aquesta pantalla l’usuari defineix tot allò que té a veure amb el funcionament del 
programa. Aquí s’implementa el següent: 
 Es declaren les variables a la subpantalla “Variables” 
 S’escriu el codi que es llegirà cada cop que es reiniciï el programa a la subpantalla 
“Inicialización” 
 S’escriu el model a resoldre/ simular (equació diferencial, equació en diferències, 
equació en derivades parcials..) a la subpantalla “Evolución” 
 S’escull el mètode d’integració emprat a la subpantalla també a la pantalla 
“Evolución” 
 S’escriu el codi que es vol que es refresqui a cada pas d’integració del model. 
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Fig.  7.2 Vista de “variables dins” de la pantalla “Modelo” 
 
El primer pas que realitza el programa al executar-se és inicialitzar les variables que podran 
ser usades en tot el programa. En aquesta pantalla es declaren. 
Per un cantó s’assigna nom a la variable. Es decideix quin tipus de variable serà la que hem 
creat (booleana, nombre real, nombre enter...). Se li atorga un valor inicial, que prendrà la 
variable abans que el programa llegeixi el codi que s’hagi programat a “Inicialización”. 
Finalment, en cas que el que es vulgui sigui crear una taula de variables del tipus que s’hagi 
definit, caldrà indicar la dimensió de la taula a la columna “Dimensión”. Si aquest es el cas, 
el valor inicial que s’atorga a la variable haurà de tenir format de taula. 
 
 
 
Nom de les 
variables 
Valor inicial de 
la variable 
Tipus de variable: 
Entera, booleana … 
Dimensió de la 
variable: si es 
vol crear una 
taula de 
variables del 
tipus definit 
que sigui, aquí 
s’introdueix la 
seva dimensió 
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Fig.  7.3 Vista de “Inicialización” dins de la pantalla “Modelo” 
 
 
 
Posteriorment, el programa llegeix el codi Inicialització. Aquí s’escriuen aquelles instruccions 
que es vol que es realitzin sempre abans de començar a executar el model. Serveix per 
decidir característiques del model en funció del que l’usuari del programa ha decidit que vol 
que es simuli  (per exemple, l’usuari pot haver donat un valor a un paràmetre abans 
d’executar una simulació que condicioni alguna característica que afecta el comportament). 
 
 
 
 
 
Aquí s’escriu 
el codi del 
programa en 
llenguatge 
JAVA 
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Fig.  7.4 Pantalla “Evolución” 
 
En aquesta pantalla S’escriuen les equacions diferencials que es desitja simular, així 
com el mètode d’integració que es desitja aplicar i la tolerància. Cal indicar quina és la 
variable independent i quin és el pas d’integració que es vol que l’algoritme utilitzi. 
D’aquesta pantalla, cal destacar una opció que surt arraconada a la part inferior dreta. 
Es tracta dels events. EJS permet la detecció d’events “instantanis” que modifiquen el 
comportament del model. Aquesta eina resulta de gran utilitat per a la simulació de 
sistemes continus a trossos. 
 
 
Variable 
independent 
per les 
equacions 
Algoritme 
d’integració 
Pas d’integració 
Equacions 
diferencials 
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Fig.  7.5 Pantalla “Evento” 
 
Un event es detecta per el pas per zero d’un paràmetre. Com que la integració del sistema 
és numèrica, els paràmetres evolucionen de manera discreta a cada pas d’integració. Per 
aquest motiu, el que realment es detecta és un canvi de signe del paràmetre d’un pas al 
proper. Un cop detectat el canvi de signe l’algoritme troba el pas per zero amb la tolerància 
que es decideixi. Existeixen diversos mètodes per trobar aquest zero, el triat per a aquest 
projecte és la bisecció. 
Al requadre de dalt cal indicar quin és el paràmetre tal que al anul·lar-se es produeix l’event. 
Al de sota s’escriu el codi de les accions a prendre quan succeeixi. 
 
 
 
 
En aquest 
requadre es 
diu quin 
paràmetre cal 
observar si 
s’anul·la 
En aquest 
requadre es 
donen les 
instruccions de 
les accions a 
prendre quan 
succeeix 
l’event 
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Fig.  7.6 Pantalla “Relaciones fijas” 
 
Aquest apartat permet imposar aquelles relacions entre paràmetres que cal que siguin 
actualitzades a cada pas d’integració. Es tracta de les relacions que s’han de mantenir fixes 
(com ja indica el nom de la finestra). Un exemple molt clarificador de com utilitzar aquesta 
finestra es troba al llibre de Francisco Esquembre [6]. Aquest exemple tracta un model 
mecànic conservatiu, d’un sol grau de llibertat regit per una equació diferencial. A l’apartat de 
relacions fixes s’imposa que la energia mecànica es mantingui constant. I d’aquesta manera 
s’actualitza a cada pas un paràmetre del sistema. 
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7.1.3. Pantalla “Vista” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  7.7 Pantalla “Vista” 
 
Aquesta pantalla serveix per dissenyar l’entorn gràfic que veurà l’usuari i amb el qual 
interactuarà. Aquí es dibuixen els gràfics i es col·loquen els botons de posada en marxa de 
la simulació, pausa, quadres de text per modificar valors de variables, etc. A cada botó se li 
associa una acció que executar. 
A part de cridar que es comenci, es pausi o reinicii la simulació, també es pot, per exemple, 
reiniciar la simulació tot ignorant el codi escrit a “inicialización” i/o les condicions inicials 
imposades a l’apartat “Variables”. 
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7.2. Creació de la simulació mitjançant EJS 
Aquest apartat tractarà el problema de com plantejar la simulació dels sistemes de Filippov 
plans i no lineals a través de l’entorn EJS. Abans de tot es mostrarà de forma esquemàtica 
quina és l’estructura de l’algoritme sense entrar en detalls específics: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pantalla “VISTA” 
L’usuari introdueix les 
equacions del model i 
condicions inicials 
Pantalla 
“INICIALIZACIÓN” 
S’avalua quin tipus de punt 
és la condició inicial per tal 
de començar a integrar el 
model segons li correspon 
Pantalla “EVOLUCIÓN” 
Es realitza un pas 
d’integració a la zona on 
es trobi 
Pantalla “EVENTO” 
Si no llisca, es detecta que h(X) 
canvia de signe, per tant s’ha 
d’anular en un punt intermedi. 
L’event busca el zero de h(X). 
S’avalua si el sistema passarà a 
lliscar o no. 
Pantalla “RELACIONES 
FIJAS” 
Es refresquen paràmetres. Si 
el sistema es troba en 
lliscament s’imposa que 
aquest sigui ideal. 
Pantalla “EVENTO” 
Si llisca es detecta que 𝜎(X) 
canvia de signe, per tant s’ha 
d’anular en un punt intermig. 
L’event busca el zero de 𝜎 (X). 
S’evalua si el sistema deixarà de 
lliscar o no. 
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7.2.1. Classificació de la condició inicial del sistema 
 
Al llegir aquest esquema, el que hom pot preguntar-se, per començar, és quina és la 
classificació de punts que es fa a la pantalla “INICIALIZACIÓN”. Perquè no es deixa córrer 
l’algoritme sense classificar el primer punt?. La resposta passa pel fet que el programa ha de 
saber com començar a integrar. (Mitjançant les equacions de S1, les de S2 o lliscament 
ideal). 
Si la condició inicial està a S1 o bé S2 queda molt clar quin és el model d’integració a seguir. 
Però si es troba sobre Σ, pot ser que sigui necessari que el sistema es regeixi pel sistema de 
la regió S1, pel de S2, o bé que tingui un comportament de lliscament ideal. Seguint el criteri 
d’apartats anteriors, si passa d’una regió a l’altra, es que el sistema està a Σc , això es 
produeix per 𝜎 𝑋 > 0 i distingir si es comportarà com S1 o S2 consisteix tan sols a 
preguntar-se quin dels dos camps vectorials s’allunya. Si 𝜎 𝑋 < 0 també és clar que el 
model a seguir és el de lliscament ideal. Ara bé, si hi ha tangència, és que el sistema es 
troba a la frontera entre Σc  i Σs. Això es produeix, com ja s’ha vist, quan 𝜎 𝑋 = 0 i cap camp 
s’anul·la (la qual cosa seria indicativa d’equilibri d’un dels dos camps). Segons el tipus de 
tangència es pot distingir com es comportarà el sistema (Si lliscarà o si passarà d’un cantó a 
l’altre). Tot seguit es mostra un esquema sobre com analitzar la condició inicial. Aquesta ha 
estat precisament la implementació que s’ha fet per crear el programa. 
Aquests són els tres possibles sistemes que el programa pot integrar, se’ls posa etiqueta 
amb un nombre per tal d’abreviar l’esquema posterior 
SISTEMA QUE VIU A S1(1) 
SISTEMA QUE VIU A S2(2) 
LLISCAMENT IDEAL(3) 
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Pantalla “INICIALIZACIÓN” S’avalua quin tipus de punt és la condició inicial: 
 Punt ordinari de S1(1) 
 Punt ordinari de S2(2) 
 Punt de 𝚺 
o No llisca 

 F(1) s’allunya (1) 

 F(1) s’apropa (2) 
o Llisca, no hi ha tangència(3) 
o Punt de tangència (per S1 o per S2) 

 Final de regió de lliscament 
 F
(1) s’apropa (2) 
 F
(2) s’apropa (1)  

 Inici de regió de lliscament(3) 
 
7.2.2. Distinció pràctica entre inici o fi de lliscament 
Per tal de distingir un punt del inici de la regió de lliscament de la seva fi, com ja s’ha mostrat 
a l’apartat “Inici i final de la regió Σ𝑠” el que cal és mirar el valor de 𝜎 per a un valor proper al 
de tangència en la direcció de l’evolució. 
Si cap dels dos camps és nul en el punt de tangència, el valor del camp de lliscament ideal 
no serà nul. Es pren aquesta direcció de camp per avaluar en un punt molt proper el valor de 
𝜎. Es a dir, s’avalua  𝜎 𝑞 + 𝛿 𝐹 3   on  𝐹 3  és el camp del lliscament ideal del sistema (3). 
Segons com sigui aquest valor es decideix si la tangència representa un principi o fi de 
lliscament. 
7.2.3. Distinció pràctica entre tipus de tangències 
Quan el sistema comenci per una tangència, el programa mostrarà de quin tipus es tracta en 
una etiqueta. Es dirà si la tangència és quadràtica visible, invisible, cúbica o be si hi ha 
tangència des d’ambdues regions. 
Per tal de distingir les tangències quadràtiques visibles i invisibles es pensa en les 
components horitzontals i verticals del camp on es produeix la tangència (com que no 
sabem a priori si és camp el 1 o el 2 se l’anomena 𝐹(𝑖) ). A la component horitzontal se la 
anomena 𝐹(𝑖) ·  1,0 = 𝐹(𝑖)1 i a la vertical 𝐹
(𝑖) ·  0,1 = 𝐹(𝑖)2 . La derivada del camp 𝐹
(𝑖)
2  
respecte la direcció x1 : 
𝜕𝐹(𝑖)2
𝜕𝑥1
 indicarà si aquest camp creix o decreix en aquesta direcció. 
Pág. 50  Oriol Bové Tous - Memòria 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Donada la dificultat d’obtenir la derivada del camp donada la funció analítica que el 
representa (que ha introduït l’usuari). S’opta per agafar increments finits. És a dir 
𝜕𝐹 𝑖 2
𝜕𝑥1
≅
∆𝐹 𝑖 2
∆𝑥1
. 
Per tal de distingir una tangència triple, el que es fa és verificar que, per a dos punts molt 
propers al punt de tangència per la dreta i per la esquerra, el signe de 𝐹(𝑖)2 és el mateix (fet 
que no succeeix en les tangències quadràtiques). 
 
 
Com s’observa a aquest exemple de 
tangència visible la component vertical del 
camp és zero en el punt de tangència i és 
negatiu per x1>0. Per tant el camp decreix 
𝜕𝐹 𝑖 2
𝜕𝑥1
< 0. El camp 𝐹(𝑖)1>0. La relació 
𝜕𝐹 𝑖 2
𝜕𝑥1
𝐹 𝑖 1
< 0 indica que la tangència és 
visible: Aquesta relació es manté tant si la 
tangència visible és a la regió S1 com si 
és a la regió S2. 
Com s’observa a aquest exemple de 
tangència invisible la component vertical 
del camp és zero en el punt de tangència i 
és positiu per x1>0. Per tant el camp creix 
𝜕𝐹 𝑖 2
𝜕𝑥1
> 0. El camp 𝐹(𝑖)1>0. La relació 
𝜕𝐹 𝑖 2
𝜕𝑥1
𝐹 𝑖 1
> 0 indica que la tangència és 
invisible: Aquesta relació es manté tant si 
la tangència visible és a la regió S1 com si 
és a la regió S2. En cas que el camp 
𝐹 𝑖 1 = 0 el quocient no existiria. Es pot 
pendre un valor una mica més avall és a 
dir 𝐹 𝑖 1(𝑞 −  0,1 · 𝛿 
𝑢 
𝑣 
𝑢 
𝑣 
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Fig.  7.8 Per a qualsevol tangencia cúbica el camp 𝐹(𝑖)2 manté el signe a ambdós cantóns 
de la tangència 
 
Per quan es detecta que hi ha tangència des de les dues regions alhora, S1 i S2. S’indica 
simplement que hi ha “tangència doble” i s’avalua si el proper punt d’evolució seguirà lliscant 
o no com és habitual. 
 
7.2.4. Implementació del model i relacions fixes 
Les equacions diferencials introduïdes són les següents 
 
𝑑𝑥1
𝑑𝑡
= 𝜆 𝐹 1 1 𝑋 +  1 − 𝜆 𝐹
 2 
1 𝑋  
𝑑𝑥2
𝑑𝑡
= 𝜆 𝐹 1 2 𝑋 +  1 − 𝜆 𝐹
 2 
2 𝑋  
𝑢 
𝑣 
𝑢 
𝑣 
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Fig.  7.9 Captura de les equacions a la pantalla “Modelo” 
Es recorda la simbologia per referir als diferents sistemes que el programa pot integrar 
SISTEMA QUE VIU A S1(1) 
SISTEMA QUE VIU A S2(2) 
LLISCAMENT IDEAL(3) 
𝐹 1 (𝑋) = (𝐹 1 1 𝑋 , 𝐹
 1 
2(𝑋)) és el camp vectorial de la regió S1. Mentre que 𝐹
 2  𝑋 =
(𝐹 2 1 𝑋 ,𝐹
 2 
2 𝑋 ) 
L’usuari introdueix a través de la interfície gràfica 𝐹 1 1(𝑋), 𝐹
 2 
1(𝑋), 𝐹
 1 
2(𝑋), 𝐹
 2 
2(𝑋). 
Quan el programa detecta que el sistema es comporta segons (1) farà servir 𝜆 = 1. si es 
comporta segons (2) es prendrà 𝜆 = 0. Mentre que si el lliscament és ideal, s’actualitzarà el 
valor de 𝜆 = 𝜆𝑙𝑙𝑖𝑠 =
 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞 ,𝐹
(2) 
 𝛻𝑕(𝑋)|𝑞 ,𝐹
(2)−𝐹(1) 
=
𝐹(2)2
𝐹(2)2−𝐹
(1)
2
 fins que es deixi de lliscar. Quan llisca 
també s’imposa que x2=0. Teòricament el valor de 𝜆 = 𝜆𝑙𝑙𝑖𝑠  garanteix que el sistema es 
mantingui a la recta de lliscament, però s’imposa per evitar errors numèrics. El mètode 
d’integració que es decideix per integrar és el de Runge-Kutta 4. Es tracta d’un algoritme 
d’integració d’ordre 4, és a dir, l’error és menor que el residu 𝑂 𝑡4   de la solució X(t). S’ha 
triat aquest i no un d’ordre inferior donat que es vol un error petit, sobretot per quan el 
sistema passa per la recta de discontinuïtat, on les no-linealitats pertorben la solució del 
model. 
 
Tot seguit es mostra una imatge d’una simulació integrada pel mètode d’Euler i tot seguit pel 
de Runge-Kutta 4. 
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Fig.  7.9 Simulació integrada mitjançant el mètode de Euler i Runge-Kutta4 respectivament 
Els camps vectorials introduïts per a la simulació han estat els següents: 
 𝐹 1 1 𝑋 = 𝑥1 − 2𝑥2, 𝐹
 2 
1 𝑋 = 4 𝑥1, 𝐹
 1 
2 𝑋  = 0, 𝐹
 2 
2 𝑋 = −1. Les condicions inicials 
eren 𝑥1 = −1 𝑥2 = 1. 
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En aquest exemple s’aprecia una gran imprecisió del sistema simulat mitjançant el mètode 
d’Euler en el punt en que el sistema ha de lliscar. En la simulació mitjançant el mètode 
Runge-Kutta 4 la imprecisió és molt menor.  
7.2.5. Events: Recta de discontinuïtat i frontera de lliscament 
Tal com indica el títol d’aquest subapartat, hi ha dos esdeveniments a tenir en compte en 
aquest projecte. Per un cantó, el que ja s’ha comentat que és el de travessar la corba de 
lliscament. I d’altra banda el d’abandonar el lliscament un cop s’hi és. 
Per un cantó, quan no s’està lliscant l’únic que es busca és l’event que té a veure amb 
travessar la recta de discontinuïtat. Si la atravessa i no hi ha lliscament, el sistema 
simplement passa a la altra regió. Si hi ha lliscament s’actualitza la variable booleana que 
diu quan es llisca i quan no. A l’apartat de relacions fixes la 𝜆 = 𝜆𝑙𝑙𝑖𝑠  és actualitzada a cada 
pas d’integració fins que es deixi de lliscar. 
La principal dificultat de tot plegat ve donada quan es produeixen tots dos events alhora. 
Donat que existeixen problemes a l’hora de detectar 2 events alhora mitjançant EJS, quan 
efectivament així passa cal trobar altres maneres de detectar-los tots dos. 
La solució trobada passa per buscar tan sols un event. Si es llisca es busca l’event de que 
s’anuli 𝜎(𝑋), mentre que si no llisca es busca el de que s’anuli h(X). Quan s’atravessa la 
recta de discontinuïtat i a més hi ha tangència es pot decidir que fer de forma semblant a 
com es decideix com integrar segons les condicions inicials. És a dir, per exemple, si es 
detecta que s’atravessa la recta de discontinuïtat i hi ha tangència, es mira si aquesta 
representa l’inici o el final de la zona de lliscament. 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.  7.10 dos events alhora, es passa per la recta de discontinuïtat i s’acaba la zona de 
lliscament 
𝑢 
𝑣 
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Fig.  7.11 dos events alhora, es passa per la recta de discontinuïtat i s’inicia la  zona de 
lliscament 
 
No es discutiran la resta de casos donat que portaria a la mateixa discussió que a l’apartat 
“Distinció pràctica entre inici de tangència o fi de tangència”. 
Finalment es recorda que el codi del programa està reflexat a l’Annex B del projecte. I un 
manual dús del software es pot trobar a l’Annex A. 
 
 
𝑢 
𝑣 
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8. Bifurcacions locals 
Per tal de comprendre el concepte de bifurcació, no es pensarà en un sistema de Filippov, 
sinó en un sistema qualsevol, donat que el concepte és vàlid per qualsevol sistema. El 
sistema podria venir donat per la expressió: 
𝑋 = 𝐹 𝑋,Λ       (Eq.8.1) 
 
On Λ = (𝜆1 …𝜆𝑛) són n paràmetres que en variar poden canviar el sistema. I 𝐹 𝑋,Λ  pot ser 
un camp continu o un camp de Filippov per exemple. 
Es pensa en un punt 𝑞 ∈ 𝑋 i en el sistema definit localment al voltant d’aquest. La idea és 
que en variar lleugerament els paràmetres al voltant d’una configuració Λ0 = (𝜆1
0 …  𝜆𝑛
0 ), la 
topologia de les trajectòries al voltant de q varien. És habitual que la bifurcació es produeixi 
al voltant d’un sistema amb un punt d’equilibri o d’un sistema que té una òrbita periòdica. 
Que la topologia de les trajectòries variï implica que el sistema té un comportament 
qualitativament diferent. Per exemple, pensant en un cas unidimensional i amb un sol 
paràmetre: 
𝑥 = 𝜆 𝑥      (Eq 8.2) 
La solució analítica de (Eq8.2) és 𝑥 = 𝐴 𝑒𝜆 ·𝑡 ,on A depèn de la condició inicial. Si 𝜆 és positiu 
la solució tendeix a infinit per t∞, mentre que si és negatiu la solució tendeix a zero. Si 
𝜆 = 0 la solució és constant i igual a A. Tot seguit es mostren les gràfiques. 
 
 
 
 
 
 
Fig.  8.1 Exemple de bifurcació amb un sol paràmetre 
 
x 
t 
𝜆 > 0 
𝐴 
x 
t 
𝜆 = 0 
𝐴 
x 
t 
𝜆 < 0 
𝐴 
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En termes de control un sistema pot ser marginalment estable per un determinat valor d’un 
paràmetre del sistema, per exemple un controlador proporcional derivatiu o integrador, 
mentre que si aquest paràmetre varia en un sentit el sistema pot esdevenir estable, i si varia 
en un altre sentit pot esdevenir inestable. 
8.1. Espai de paràmetres i codimensió d’una bifurcació 
Donats els paràmetres dels quals depèn el sistema Λ = (𝜆1 …𝜆𝑛), s’anomena espai de 
paràmetres a aquell espai que contempla totes les seves possibles configuracions.  
Una bifurcació es defineix com una variació d’aquest espai de paràmetres que modifica la 
topologia de les trajectòries. Una bifurcació te associada una codimensió. La codimensió es 
defineix com la menor de les dimensions d’un espai de paràmetres que conté la bifurcació 
de forma permanent [8]. Si es contempla una bifurcació tan sols al voltant de  𝑔 Λ = 0, és a 
dir, s’observa una bifurcació entre 𝑔 Λ > 0 𝑔 Λ = 0 i 𝑔 Λ < 0, es diu que la codimensió 
de la bifurcació és 1. Partint de la definició donada al principi d’aquest paràgraf, s’observa 
que, en aquest cas, efectivament la dimensió de l’espai que tan sols conté la bifurcació és 1. 
Es tracta d’aquella que fa variar “a” de manera que 𝑔 Λ = 𝑎. Si es tinguessin dues 
restriccions independents a l’espai de paràmetres la codimensió seria 2 (Es tindria que 
dim⁡( 𝑔1 Λ = 0 ∩  𝑔2 Λ = 0 )=n-2)). En general el nombre de restriccions al voltant de les 
quals s’observen bifurcacions a l’espai de paràmetres determina la seva codimensió. 
Tot seguit es mostra gràficament com quedaria representada una bifurcació de codimensió 1 
i codimensió 2 respectivament a l’espai de paràmetres de dimensió 2: 
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Si la codimensió de la bifurcació és 1, 
tan sols hi ha 3 casos possibles a 
diferenciar. Quan 𝑔 Λ > 0, quan 
𝑔 Λ = 0 i quan 𝑔 Λ < 0. En 
l’exemple d’un sol paràmetre 
contemplat al principi de l’apartat de 
bifurcacions es donava aquest cas. El 
sistema podia ser estable, 
marginalment estable o inestable per 
exemple.  
𝑔 Λ > 0 
𝑔 Λ = 0 
𝑔 Λ < 0 
Si la codimensió de la bifurcació és 2, 
hi ha 9 casos possibles a diferenciar. 
Els casos es mostren en el gràfic 
(𝑔1 = 𝑔2 = 0; 𝑔1 < 0 𝑖 𝑔2 = 0; etc.) . 
Cal detacar que en aquest cas cada 
situació correspon a un sol punt del 
plà i no pas a una corba com en el 
cas de les bifurcacions de codimensió 
1. Aquest punt és la intesecció de les 
dues corbes restrictives 𝑔1 Λ = 𝑎 i 
𝑔2 Λ = 𝑏. Es tracta d’un punt perquè 
la dimensió de l’espai correspon amb 
la codimensió de la bifurcació. Si 
l’espai de paràmetres tingués 
dimensió major no seria així. 
𝜆1 
𝜆2 
𝜆1 
𝜆2 
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8.2. Bifurcacions planes en sistemes de Filippov 
Les bifurcacions que s’estudien en aquest apartat són les que s’analitzen a l’article de 
Kurznetsov et al. [2]. Totes elles analitzen formes normals, el més sensilles i didàctiques  
possibles. Per aquesta raó, tots aquells sistemes de Filippov en que només existeix 
tangència a una regió, la regió on no n’hi ha serà representada per un camp vertical. En tots 
els casos en que sigui possible, a més a més, la bifurcació vindrà representada per un 
desplaçament vertical de la recta de discontinuïtat. 
També cal afegir, que per comoditat a partir d’ara es tindrà que S1 és sempre la regió que 
està sota la recta i S2 la que està a sobre. Donat que aquest és el criteri de l’article. 
8.2.1. Simulació de les bifurcacions mitjançant el software creat per aquest 
projecte 
Per tal de simular les bifurcacions dels sistemes, s’ha incorporat al programa la opció 
d’afegir 2 paràmetres diferents a les equacions diferencials. Els paràmetres són a i b. 
D’aquesta manera, ara el sistema d’equacions diferencials queda de la següent manera: 
 
𝑋  1 = 𝐹 1 (𝑋, 𝑎, 𝑏)
𝑋 (2) = 𝐹 2 (𝑋, 𝑎, 𝑏)
      (Eq 8.3) 
 
 
Fig.  8.2 Aquest és l’interfaç on escriure les equacions, depenents dels paràmetres a i b 
Els paràmetres es poden variar al voltant del zero. Una barra analògica permet variar el seu 
valor manualment per tal que l’usuari observi la variació de la bifurcació. 
Hom podria pensar que el ús de 2 paràmetres serveix per simular bifurcacións de 
codimensió 2. La realitat es que l’ús d’aquests dos paràmetres serveix per simular els 
exemples concrets de codimensió 1 de l’artícle de Kurnetzov et al [1]. 
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 El paràmetre a fa referència a l’alçada de la recta de discontinuïtat 𝑕(𝑋,𝑎) = 0. On 
𝑕 𝑋,𝑎 = 𝑥2 + 𝑎. Com ja s’ha comentat, aquest serà el recurs més utilitzat per 
mostrar bifurcacions. Resulta molt versàtil i molt visual. El programa permet que 
aquest paràmetre aparegui també a les equacions, tot i que no hi apareix en cap dels 
casos contemplat a l’article (vegis que les equacions diferencials poden dependre de 
a). 
  D’altra banda, alguns exemples concrets varien un paràmetre del sistema sense 
modificar la recta de discontinuïtat. El paràmetre encarregat de la tasca és b 
El manual d’ús de l’Annex A posa de manifest com utilitzar aquestes eines i, a més, permet 
generar diverses simulacions partint de diferents condicions inicials, amb paràmetres al 
voltant de la bifurcació (de codimensió 1) i així comparar la topologia de les trajectòries 
visualment per a diferents valors de a o b. 
8.2.2. Estudi analític d’un focus inestable limitat en un sistema de Filippov 
lineal i plà 
Consideris el sistema de Filippov: 
 
𝑋 (1) =  𝑎  𝑥1+ 𝑏  𝑥2
𝑐  𝑥1+𝑑  𝑥2
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 (2) =  0
−1
                   𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
    (Eq 8.4) 
On  𝑕 𝑋 = 𝑥2 − 1. 
El sistema està composat per un sistema lineal amb els seus 4 graus de llibertat 
corresponents i per un camp vertical que apunta cap avall. 
  
 
 
 
 
Fig.  8.3 La recta de discontinuïtat és a x2=1 i el camp de dalt és vertical 
El primer que es fa és trobar aquell punt on la trajectòria surt o entra en la zona de 
lliscament, és a dir, un punt de tangència. Aquest es troba imposant 𝑥 2 = 0. S’obté que el 
punt de tangència és el següent: 
𝑥1 
𝑥2 
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𝑇 =  −
𝑑
𝑐
, 1  
Per la bifurcació que es busca, el sistema (1) és un focus inestable que gira en sentit 
antihorari, amb la qual cosa, ara es pot assegurar que el punt de tangència representarà la fi 
de la zona de lliscament i que el sistema tornarà a la recta de discontinuïtat per lliscar. Vegi’s 
el gràfic. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un cop es coneix el sistema, el que cal ara preguntar-se és què determina la bifurcació en 
aquest cas. Doncs bé, com gairebé sempre ho determina la estabilitat del sistema global. El 
sistema pot arribar a l’equilibri, pot anar a l’infinit des de la zona de lliscament o bé tenir un 
recorregut de caràcter periòdic. Allò que ho determina és com arriba la trajectòria que surt de 
la zona de lliscament a la zona de discontinuïtat. Si la trajectòria arriba de manera totalment 
vertical, el sistema quedarà en repòs (inestable), altrament, si la trajectòria arriba inclinada 
cap a la dreta o cap a la esquerra es donaràn les altres dues situacions possibles. 
𝑥1 
𝑥2 
𝑥1 
𝑥2 
Aquí es mostra una trajectòria del 
sistema (1). Es tracta d’un focus 
inestable de gir antihorari. 
Aquí es mostra el sistema global. 
La trajectoria del sistema (1) que 
es mostra és aquella que tocaria 
de forma tangent la recta de 
discontinuïtat. La zona de 
lliscament finalitza en aquest punt 
precissament 
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A aquest punt en que el camp arriba de forma vertical se l’anomena R. Per trobar R, doncs, 
només cal trobar aquell punt on s’anul·la 𝑥 1
(1)
 d’entre els que compleixen 𝑥2 = 1, és a dir: 
𝑅 = (−
𝑏
𝑎
, 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1 
𝑥2 Si R queda a la dreta del punt en 
que la trajectòria topa amb la 
recta de lliscament, llavors 
aquesta serà una trajectòria 
periòdica, i qualsevol trajectòria 
que vagi a parar a la zona de 
lliscament entre R i T acabarà 
traçant aquesta òrbita 
R T 
 
T 
𝑥1 
𝑥2 
R 
Si la trajectòria cau just a R es 
troba una pseudo-sella inestable. 
La separatriu inestable és la que 
correspon a la direcció de la recta 
de discontinuïtat. 
𝑥1 
𝑥2 
Per últim, si el punt en que la 
trajectòria topa amb la recta de 
discontinuïtat queda a la dreta de 
R, el lliscament es produirà de 
manera que la trajectòria 
s’allunyarà. La òrbita tendiria, 
doncs vers l’infinit. 
R 
T 
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Aquesta bifurcació s’analitza al llibre de Filippov [3]. Es tracta d’una bifurcació de codimensió 
2 sobre l’espai de paràmetres que conformen els quatre graus de llibertat d’un sistema lineal 
de dimensió 2. 
Per saber quins són els punts T i R per a les diferents rectes de discontinuïtat horitzontals, 
es troba els valors pels que s’anul·la 𝑥 1 i 𝑥 2. Així doncs: 
𝑇(𝑥2) =  −
𝑑 𝑥2
𝑐
, 𝑥2  
𝑅(𝑥2) =  −
𝑏 𝑥2
𝑎
, 𝑥2  
La unió dels diferents punts de tangència per les diferents alçades, així com dels diferents 
punts de col·lisió, formen dues rectes, totes dues passen per zero, la dels punts de 𝑇(𝑥2) té 
pendent negatiu mentre que la de 𝑅 𝑥2  té pendent positiu (recordis que −
𝑏
𝑎
> 0 ). Aquestes 
rectes uneixen punts amb camps vectorials de pendent constant. S’anomenen isoclines.  
 
 
 
 
 
 
Aquestes dues rectes bé podrien estar invertides de posició, és a dir, que el punt R no 
intersequés mai amb la recta de lliscament. En tal cas no existiria aquest punt d’equilibri. En 
els exemples de bifurcacions de focus apareixen exemples en que succeeix aquesta situació 
 
 
 
 
 
𝑥1 
𝑥2 
R 
T 
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Fig.  7.10 Com que R queda a la esquerra de la zona de lliscament totes les trajectòries que 
hi vagin aniran al punt de tangència i traçaran una òrbita periòdica. 
 
8.2.3. Col·lisions 
Al llarg dels exemples que es contemplen als propers apartats, a les bifurcacions es 
produeixen col·lisions de punts de característiques especials que s’apropen entre ells en 
variar el paràmetre corresponent. Quan col·lideixen per a un valor concret de la bifurcació, 
aquests esdevenen un sol punt de característiques diferents. Aquesta col·lisió pot provocar 
inestabilitat del sistema o be tot el contrari, estabilitzar-lo. També pot provocar la desaparició 
d’un segment de lliscament o la unió de dues semirectes en esdevenint-ne una de sola. 
Com ja s’intueix, alguns d’aquests punts que col·lideixen són punts d’inici i fi de tangència. 
Però també hi ha punts de pseudo-equilibri, que col·lideixen amb punts d’inici i fi de 
tangència esdevenint-ne diversitat de casos. 
El punt R analitzat a l’apartat anterior és un punt de pseudo-equilibri, concretament es tracta 
d’una pseudo-sella. 
En els sistemes de Filippov, un punt de pseudo-equilibri es caracteritza per ser d’equilibri 
exclusivament al segment de lliscament. És a dir, les trajectòries que s’hi acosten des de 
fora d’aquesta hi arriben en un temps finit. Al llarg dels exemples apareixeran pseudo-selles i 
pseudo-nodes. En una pseudo-sella les trajectòries de la regió de lliscament seran 
atractores si les que provenen de fora son repulsores o viceversa. En un pseudo-node totes 
les trajectòries seran atractores o bé totes seran totes repulsores. Els noms de pseudo-sella 
i pseudo-node pretenen comparar aquestes situacions, pròpies dels sistemes de Filippov, 
amb les selles i nodes que es poden trobar a les equacions diferencials ordinàries lineals. 
 
 
𝑥1 
𝑥2 
R’ T 
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8.2.4. Bifurcacions de focus 
 Cas 1 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
𝑥1 − 2𝑥2
4𝑥1
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
             𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
 
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
o 𝒂 < 0 : La tangència en aquest cas és visible. Si s’observa l’anàlisi que s’ha 
realitzat a l’apartat anterior sobre els focus inestables s’identificarà el cas per 
a<0 amb un d’ells. Existeix un cicle periòdic La donat que el punt R es troba a 
la dreta del punt en que la trajectòria retorna a la recta de lliscament. Totes 
les trajectòries que vagin a parar a un punt del segment que uneix T i R 
traçaran aquesta òrbita periòdica estable. 
o 𝒂 = 𝟎 : Quan col·lideixen la fi de tangència amb la pseudo-sella R i el focus, 
apareix una tangència invisible a l’origen. I a més es tracta d’un punt 
d’equilibri inestable (Xeq). Si es posa com a condició inicial un punt molt 
proper la trajectòria se’n va cap a x1+∞. Observis que els camps del 
sistema (1) s’anul·len a l’origen, mentre que el del sistema (2) apunta cap a la 
regió S2.  
o 𝒂 > 0 : També apareix una tangència invisible com al cas anterior. En aquest 
cas, per això, no es tracta d’un punt d’equilibri, doncs si es posa com a 
condició inicial aquest punt de tangència 𝑝 = (0,−𝑎) el sistema escapa 
directament. Per tant aquesta bifurcació conclou amb la catastròfica 
desaparició d’una òrbita estable i d’un focus inestable. 
 
𝒂 < 0 𝒂 = 0 𝒂 > 0 
La 
T R Xeq T 
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 Cas 2 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
𝑥1 − 2𝑥2
3𝑥1
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
             𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
 
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
o 𝒂 < 0 : La tangència en aquest cas és visible. Si s’observa l’anàlisi que s’ha 
realitzat a l’apartat anterior sobre els focus inestables s’identificarà el cas per 
a<0 amb un d’ells. La trajectòria que surt de la tangència visible va a parar a 
un punt de lliscament inestable de la recta de discontinuïtat, donat que el 
punt R es troba a la esquerra del punt en que entra en lliscament. Totes les 
trajectòries que vagin a parar a un punt del segment que uneix T i R traçaran 
una òrbita que els portarà al punt de tangència i escapament de la zona de 
lliscament, i posteriorment la trajectòria anirà a parar al mateix punt inestable 
de la recta de lliscament. Només existeix una trajectòria que porti a la 
pseudo-sella inestable que està situada, com sempre, al punt R. 
o 𝒂 = 𝟎 : La mateixa col·lisió que a l’apartat anterior fa aparèixer una 
tangència invisible a l’origen (Xeq). I a més es tracta d’un punt d’equilibri 
inestable. Si es posa com a condició inicial un punt molt proper la trajectòria 
se’n va cap a x1+∞. Observis que els camps del sistema (1) s’anul·len a 
l’origen, mentre que el del sistema (2) apunta cap a la regió S1.  
o 𝒂 > 0 : També apareix una tangència invisible com al cas anterior. En aquest 
cas, per això, no es tracta d’un punt d’equilibri, doncs si es posa com a 
condició inicial aquest punt de tangència 𝑝 = (0,−𝑎) el sistema escapa 
directament. Per tant aquesta bifurcació conclou amb la catastròfica 
desaparició d’una pseudo-sella inestable i d’un focus inestable. 
 
𝒂 < 0 𝒂 = 0 𝒂 > 0 
T R Xeq T 
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 Cas 3 
 
 
                                                 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
−𝑥1 − 2𝑥2
4𝑥1 + 2𝑥2
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
             𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
 
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
o 𝒂 < 0 : La tangència en aquest cas és visible. Aquest cas no es pot comparar 
amb cap bifurcació de l’apartat anterior. Doncs en aquest cas no existeix cap 
punt R on s’anul·li 𝑥 1 (la recta que indica on estan tots els punts R per cada 
recta de lliscament no talla amb la zona de lliscament, i tots els punts de la 
zona de lliscament queden a la dreta d’aquest). Qualsevol trajectòria d’aquest 
cas per a<0 anirà a parar a la tangència i traçarà cercles periòdics 
indefinidament, s’anomena a aquesta trajectòria periòdica La 
o 𝒂 = 𝟎 : Apareix una tangència invisible a l’origen. I a més es tracta d’un punt 
d’equilibri estable. Si es posa com a condició inicial un punt molt proper la 
trajectòria se’n va cap a x10(Xeq). Observis que els camps del sistema (1) 
s’anul·len a l’origen, mentre que el del sistema (2) apunta cap a la regió S1.  
o 𝒂 > 0 : També apareix una tangència invisible com al cas anterior. En aquest 
cas, per això, no es tracta d’un punt d’equilibri, doncs si es posa com a 
condició inicial aquest punt de tangència 𝑝 = (
𝑎
2
,−𝑎) el sistema escapa cap a 
un punt d’equilibri proper a ell. A més, es tracta d’un equilibri estable. Totes 
dues separatrius del pseudo-node tenen camps que apunten cap al punt 
d’equilibri. 
 
 
𝒂 < 0 𝒂 = 0 𝒂 > 0 
La 
T 
R Xeq 
T 
R 
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 Cas 4 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
𝑥1 − 2𝑥2
3𝑥1
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
1
               𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
 
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
o 𝒂 < 0 : La tangència en aquest cas és visible. Cal parar atenció perquè en 
aquest cas la zona de lliscament és inestable, és a dir, si es situa una 
condició inicial a un punt molt proper a la zona de discontinuïtat les 
trajectòries escaparan. De fet, aquest exemple representa el mateix que el 
cas 2 però amb el signe del camp del sistema (2) canviat de signe. En aquest 
cas la tangència visible representa l’inici de la zona de lliscament.. Existeix 
una sola trajectòria del sistema (2) que porta a la zona de lliscament, i hi 
entra pel punt de tangència. Aquest punt és 𝑝 = (0,−𝑎) (igual que al cas 2). 
En aquest sistema en concret l’únic punt d’equilibri que hi ha és el focus del 
sistema (1) i es tracta d’un punt d’equilibri inestable. 
o 𝒂 = 𝟎 : Apareix una tangència invisible a l’origen resultat de la col·lisió del 
focus del sistema (1) i el punt de tangència. I a més es tracta d’un punt 
d’equilibri inestable. Si es posa com a condició inicial un punt molt proper la 
trajectòria se’n va cap a x1-∞. Observis que els camps del sistema (1) 
s’anul·len a l’origen, mentre que el del sistema (2) apunta cap a la regió S2.  
o 𝒂 > 0 : També apareix una tangència invisible com al cas 2. En aquesta 
ocasió, per això, no es tracta d’un punt d’equilibri, doncs si es posa com a 
condicó inicial aquest punt de tangència 𝑝 = (0,−𝑎) el sistema escapa 
directament a la regió S2. Existeix un punt d’equilibri inestable. Es tracta del 
punt R (A diferència del cas 2 aquí apareix donat que la zona de lliscament 
es dóna a la semirecta negativa, precisament on s’anul·la 𝑥1
(1)
), en aquesta 
ocasió per això les dues separatrius són inestables. 
 
T 
R 
T T 
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 Cas 5 
 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
−𝑥1 − 2𝑥2
4𝑥1 + 2𝑥2
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
1
                    𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
 
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
o 𝒂 < 0 : Aquest cas és el mateix que el cas 3, amb la diferència que el camp 
del sistema (2) apunta en direcció oposada. En aquest cas, igual que en el 4, 
la zona de lliscament és inestable. Existeix una pseudo-sella inestable (R) 
amb una de les separatrius que té camps allunyant-s’hi i l’altre apropant-s’hi. 
A diferència del cas 3 no hi ha cap trajectòria periòdica. Tots els punts que es 
posen com a condició inicial a la semirecta de tangència van a parar al punt 
d’equilibri inestable. Existeix una sola trajectòria del sistema (1) que entra a la 
zona de lliscament a través del punt de tangència. La resta de punts del 
sistema són inestables, tots van a parar a x2+∞ 
o 𝒂 = 𝟎 : Resultat de la col·lisió de la pseudo-sella el focus i l’inici de lliscament 
apareix una tangència invisible a l’origen. I a més es tracta d’un punt 
d’equilibri inestable. Si es posa com a condició inicial un punt molt proper la 
trajectòria se’n va cap a x2+∞. Observis que els camps del sistema (1) 
s’anul·len a l’origen, mentre que el del sistema (2) apunta cap a la regió S2.  
o 𝒂 > 0 : També apareix una tangència invisible com per a=0. En aquest cas, 
per això, no es tracta d’un punt d’equilibri, doncs si es posa com a condició 
inicial aquest punt de tangència 𝑝 = (
𝑎
2
,−𝑎) el sistema escapa cap a S2. 
 
R 
T Xeq 
T 
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8.2.5. Bifurcacions de nodes 
 Cas 1 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
−3𝑥1 − 𝑥2
−𝑥1 − 3𝑥2
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
 
o 𝒂 < 0: El sistema (1) consisteix en un node estable. Per a a<0 aquest punt 
d’equilibri apareix explícitament. El final de la zona de lliscament ve donat per 
una tangència visible. La semirecta de lliscament que apareix és estable. Així 
doncs el sistema és estable en aquesta configuració. 
o 𝒂 = 𝟎: Per a=0 la recta de discontinuïtat queda a la alçada del punt d’equilibri 
del sistema (1) i com a conseqüència col·lideixen el punt de fi de lliscament i 
el node estable. El punt d’equilibri ara és un pseudo-node es manté i segueix 
essent estable en aquesta situació. En aquest cas no hi ha escapament de la 
zona de lliscament donat que aquesta acaba just al punt d’equilibri. 
o 𝒂 > 0: En aquest cas existeix un inici de lliscament representat per una 
tangència invisible. El punt d’equilibri del sistema (1) queda fora de la regió 
on queden definides les equacions diferencials per les que es regeix. 
Apareix, tot i així, un pseudo-node (R) a la zona de lliscament. Aquesta 
apareix on el camp del sistema (1) esdevé vertical, és a dir, per 𝑥 1
(1)
= 0, 
𝑃𝑎 = (
𝑎
3
,−𝑎).  
 
R 
T Xeq 
T 
T 
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 Cas 2 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
−3𝑥1 − 𝑥2
−𝑥1 − 3𝑥2
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
 
o 𝒂 < 0: La diferencia entre el cas 2 i el 1 consisteix tan sols en el camp del 
sistema (2). En el present cas és de signe contrari a l’anterior. Això provoca 
que la semirecta de lliscament sigui inestable. El punt d’equilibri del sistema 
(1) segueix apareixent explícitament per a<0.  En aquest cas, per això, la 
tangència visible representa un inici de zona de lliscament. Apareix una 
pseudo-sella (R) inestable a la zona de lliscament (amb la separatriu de 
direcció de la recta de lliscament estable). 
o  𝒂 = 𝟎: Per a=0 la recta de discontinuïtat queda a la alçada del punt 
d’equilibri del sistema (1) i col·lideixen node i punt de fi de lliscament. El punt 
d’equilibri es manté i segueix essent estable en aquesta situació. En aquest 
cas no hi ha escapament de la zona de lliscament donat que aquesta acaba 
just al punt d’equilibri. El punt d’equilibri és un pseudo-node (inestable). 
o 𝒂 > 0: El sistema és inestable per qualsevol condició inicial per a>0. Una 
tangència invisible posa fi a la zona de lliscament sense cap equilibri 
possible. Per tant la bifurcació acaba catastroficament amb un equilibri 
estable de la regió S1 i amb un d’inestable a la zona de lliscament. 
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8.2.6. Bifurcacions de selles 
 Cas 1 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
−𝑥1 + 3𝑥2
3𝑥1 − 𝑥2
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
 
o 𝒂 < 0: l’equilibri del sistema (1) és present en aquesta configuració. Hi ha 
una tangència invisible que fa d’inici de zona de lliscament. A dita zona de 
lliscament hi ha un pseudo-node estable.  
o  𝒂 = 𝟎: el pseudo-node col·lideix amb el node estable i el punt d’inici de 
lliscament per a aquesta configuració, esdevenint un punt d’equilibri  que 
finalitza amb la zona de lliscament. Una trajectòria que passi per la zona de 
lliscament o desde 𝑥0 =  0,𝛼 ,𝛼 > 0 arribarà en un temps finit al node. 
Mentre que un punt que ho faci des de la separatriu estable ho farà en temps 
infinit. L’equilibri d’aquest punt és inestable donat que si es posa una condició 
inicial a un punt molt proper les trajectòries escapen.  
o 𝒂 > 0: El sistema és inestable per qualsevol condició inicial per a>0. Una 
tangència visible dóna fi a la zona de lliscament. 
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 Cas 2 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
−2𝑥1 − 𝑥2
𝑥1 + 𝑥2
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
 
L’única diferència entre aquest cas i l’anterior es que per a<0 el punt de  pseudo-
equilibri de la recta de lliscament està entre les dues mateixes separatrius (del 
sistema (1) que la tangència. Un cop col·lideixen el pseudo-node i el punt d’equilibri 
del sistema (1) la bifurcació és igual que en el cas anterior. 
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 Cas 3 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
𝑥1 − 3𝑥2
−3𝑥1 + 𝑥2
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
𝑕 𝑋 = 𝑥2 + 𝑎 és la recta de discontinuïtat. Tot seguit s’analitza la bifurcació per a<0 
a=0 i a>0: 
 
o 𝒂 < 0: Les equacions del sistema (1) són les mateixes que per al cas 1 però 
amb els signes canviats. Per tant s’inverteix el sentit dels camps. Aquest fet 
provoca que la semirecta de lliscament no tingui la pseudo-sella per a<0. El 
sistema tan sols té l’equilibri inestable corresponent a la sella del sistema (1). 
Hi ha una tangència invisible que inicia la zona de lliscament a la recta de 
discontinuïtat. 
o  𝒂 = 𝟎: La tangència i la sella col·lideixen esdevenint un sol punt d’equilibri. 
Una trajectòria que passi per la zona de lliscament o desde 𝑥0 =  0,𝛽 ,𝛽 > 0 
arribarà en un temps finit al punt d’equilibri. Mentre que un punt que ho faci 
des de la separatriu estable del sistema (1)  ho farà en temps infinit. 
L’equilibri d’aquest punt és inestable donat que si es posa una condició inicial 
a un punt molt proper les trajectòries escapen.  
o 𝒂 > 0: A diferència del cas 1, en aquest apareix la pseudo-sella en el cas a>0 
i no en a<0, això es deu a que la isoclina que fa 𝑥 1
(1)
= 0  és la mateixa però 
en canvi la semirecta de lliscament és una altra degut al canvi de signe del 
camp del sistema (1). La pseudo-sella presenta un equilibri inestable. Només 
dues trajectòries (una de S1 i una altra de S2) hi porten. 
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8.2.7. Col·lisió de tangències visibles i invisibles de la mateixa regió 
 Cas 1 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
1
−(𝑏 + 𝑥1 2)
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
En aquest cas el paràmetre de bifurcació està en les equacions del sistema (1). El 
paràmetre de la bifurcació és “b”. Tot seguit s’analitza la bifurcació per b<0 b=0 i b>0: 
 
o 𝒃 < 0: Per b<0 conviuen una tangència invisible i una visible en el sistema 1. 
La primera inicia la zona de lliscament mentre que la segona la finalitza. El 
sistema és totalment inestable per aquesta bifurcació donat que no hi ha cap 
punt d’equilibri.  
o  𝒃 = 𝟎: El inici i fi de zona de lliscament col·lideixen per esdevenir una 
tangència triple. Aquesta tangència triple s’ha analitzat al primer bloc del 
projecte descriptiu dels sistemes de Filippov. Desapareix la regió de 
lliscament tenint tan sols un punt de tangència que es pot considerar inici i fi 
de la zona de lliscament. Es tracta d’una bifurcació inestable també. 
o 𝒃 > 0: Per b>0 desapareix tota tangència, no hi ha, doncs, cap tram de 
lliscament en la recta de discontinuïtat. Per tant, en aquest cas, la bifurcació 
determina la presència o no de zona de lliscament i no pas la estabilitat del 
sistema, donat que el sistema és inestable sempre. 
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 Cas 2 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
1
(𝑏 + 𝑥12)
  𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
0
−1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
En aquest cas el paràmetre de bifurcació està en les equacions del sistema (1). El 
paràmetre de la bifurcació és “b”. Tot seguit s’analitza la bifurcació per b<0 b=0 i b>0: 
 
o 𝒃 < 0: Per b<0 conviuen una tangència invisible i una visible en el sistema 
(1). La primera finalitza una semirecta de lliscament mentre que la segona 
n’inicia una altra. El sistema és totalment inestable per aquesta bifurcació 
donat que no hi ha cap punt d’equilibri.  
o  𝒃 = 𝟎: El inici i fi de zona de lliscament col·lideixen per esdevenir una 
tangència cúbica. Aquesta tangència s’ha analitzat al primer bloc del projecte 
descriptiu dels sistemes de Filippov. La col·lisió uneix les dues semirectes 
esdevenint una sola recta. Es tracta d’una bifurcació inestable també. 
o 𝒃 > 0: Per b>0 desapareix tota tangència, tota la recta de discontinuïtat té 
lliscament. Per tant, en aquest cas, la bifurcació determina desaparició de Σc  i 
no pas la estabilitat del sistema, donat que el sistema és inestable sempre. 
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8.2.8. Col·lisió de dues tangències visibles de diferents regions 
 Cas 1 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
1
−(𝑏 + 𝑥1)
         𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
1 − 𝑥1
𝑥1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
En aquest cas el paràmetre de bifurcació està en les equacions del sistema (1). El 
paràmetre de la bifurcació és “b”. Tot seguit s’analitza la bifurcació per b<0 b=0 i b>0: 
 
o 𝒃 < 0: Hi ha una tangència visible al sistema (1) i una altra al sistema (2). La 
primera inicia una semirecta de lliscament mentre que la segona en finalitza 
una altra. El sistema és totalment inestable per aquesta bifurcació donat que 
no hi ha cap punt d’equilibri. En la recta de discontinuïtat, les components 
horitzontals dels camps tenen el mateix sentit  
o  𝒃 = 𝟎: El inici i fi de zona de lliscament col·lideixen per esdevenir una 
tangència per ambdós cantons de la recta de lliscament. La col·lisió uneix les 
dues semirectes i es converteixen en una sola recta. Es tracta d’un sistema 
inestable també. 
o 𝒃 > 0: Per b>0 es produeix el mateix cas que per a per b<0, el punt de 
tangència per ambdós cantons de la recta es bifurca en dues tangències 
separades que finalitzen i inicien respectivament una semirecta de lliscament 
(en aquest cas la que abans iniciava lliscament ara el finalitza i viceversa). 
 
 
 
 
 
 
T 
T 
T 
T 
T 
Pág. 78  Oriol Bové Tous - Memòria 
 
 Cas 2 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
−1
(𝑏 + 𝑥1)
         𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
1 − 𝑥1
𝑥1
                𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
En aquest cas el paràmetre de bifurcació està en les equacions del sistema (1). El 
paràmetre de la bifurcació és “b”. Tot seguit s’analitza la bifurcació per b<0 b=0 i b>0: 
 
o 𝒃 < 0: Per b<0 hi ha una tangència visible al sistema (1) i una altra al sistema 
(2). Les projeccions horitzontals dels seus camps van en direccions 
oposades quan es troben a la recta de lliscament. La primera tangència inicia 
un segment de lliscament mentre que la segona el finalitza. Es dona un 
equilibri inestable al segment de lliscament representat per un punt singular 
(pseudo-sella), en el qual la direcció de la recta de lliscament és atractora. El 
segment de lliscament és inestabable. 
o  𝒃 = 𝟎: El inici i fi de zona de lliscament col·lideixen per esdevenir una 
tangència per ambdós cantons de la recta de discontinuïtat. Esdevé un sol 
punt de tangència i desapareix la zona de lliscament. La tangència és punt 
d’equilibri donat que la suma dels camps horitzontals és nul·la. Es tracta d’un 
sistema inestable també. 
o 𝒃 > 0: Per b>0 es produeix el mateix cas que per a per b<0, amb l’única 
diferència que la singularitat del segment de lliscament. El segment de 
lliscament és estable en aquest cas. 
 
 
T R 
T T, Xeq 
 
R 
T 
T 
Eines TIC per a l'aprenentatge de bifurcacions de sistemes plans continus a trossos Pág. 79 
 
8.2.9. Col·lisió d’una tangència visible i una d’invisible de diferents regions 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
1 − 𝑥1
(𝑏 + 𝑥1)
         𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
1 − 𝑥1
2 𝑥1
            𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
En aquest cas el paràmetre de bifurcació està en les equacions del sistema (1). El 
paràmetre de la bifurcació és “b”. Tot seguit s’analitza la bifurcació per b<0 b=0 i b>0: 
 
o 𝒃 < 0: Aquest cas consisteix en una tangència visible a una regió i una 
d’invisible a l’altra (la tangència invisible es produeix en un punt on el camp 
és nul, les orbites que l’envoltarien no ho arriben a fer perquè també anulen 
el seu camp en arribar a x1=1) els vectors d’ambdós camps son col·lineals 
en els punts de lliscament en aquest cas 1. Per b<0 el segment de lliscament 
és inestable. Comença amb una tangència visible i acaba amb una 
d’invisible. No existeix cap punt d’estabilitat 
o  𝒃 = 𝟎: El inici i fi de zona de lliscament col·lideixen per esdevenir una 
tangència per ambdós cantons de la recta de discontinuïtat. Esdevé un sol 
punt de tangència i desapareix la zona de lliscament. Es tracta d’un sistema 
inestable també. 
o 𝒃 > 0: Per b>0 es produeix el mateix cas que per a per b<0, amb l’única 
diferència que en aquest cas el segment de lliscament s’inicia amb una 
tangència invisible i finalitza amb una d’invisible. El segment de lliscament és 
estable en aquesta ocasió (el fet que les tangènces d’inici i final siguin 
invisible i visible respectivament ja n’és indicatiu). 
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8.2.10. Col·lisió de dues tangències invisibles de diferents regions 
 Cas 1 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
1 + 𝑥1
𝑥1
     𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
1
𝑏 −  𝑥1
    𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
En aquest cas el paràmetre de bifurcació està en les equacions del sistema (1). El 
paràmetre de la bifurcació és “b”. Tot seguit s’analitza la bifurcació per b<0 b=0 i b>0: 
 
o 𝒃 < 0: Aquest cas consisteix en una tangència invisible a una i altra regió, els 
vectors d’ambdós camps són col·lineals en els punts de lliscament. Per b<0 
hi ha 2 semirectes de lliscament, una acaba una de les semirectes de 
lliscament i l’altre n’inicia el de l’altre semirecta. No hi ha cap punt 
d’estabilitat. 
o  𝒃 = 𝟎: Per b=0 col·lideixen els punts de tangència amb la singularitat, 
esdevenint un sol punt de tangència i una sola recta de lliscament. En el punt 
de tangència existeix un equilibri inestable donat que les dues components 
horitzontal del camp s’anul·len 
o 𝒃 > 0:  Per b>0 es produeix el mateix cas que per a per b<0, només que en 
aquest cas la tangència d’abaix està a la dreta de la de dalt.  
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 Cas 2 
 
 
 
 
 𝑋 
(1)
=  
−1 − 𝑥1
−𝑥1
     𝑠𝑖 𝑕 𝑋 < 0
𝑋 
(2)
=  
1
𝑏 −  𝑥1
    𝑠𝑖 𝑕 𝑋 > 0
  
En aquest cas el paràmetre de bifurcació està en les equacions del sistema (1). El 
paràmetre de la bifurcació és “b”. Tot seguit s’analitza la bifurcació per b<0 b=0 i b>0: 
 
o 𝒃 < 0: Aquest cas consisteix en una tangència invisible a una i altra regió, les 
components horitzontals dels vectors d’ambdós camps van en direccions 
oposades en els punts de lliscament. Per b<0 hi ha un segment de lliscament 
que conté un pseudo-node estable, una tangència acaba el lliscament i l’altre 
l’inicia. Des de qualsevol punt es va a parar al pseudo-node estable. Per tant 
el sistema és estable 
o  𝒃 = 𝟎: Per b=0 col·lideixen els punts de tangència amb el pseudo-node, 
esdevenint un sol punt de tangència. A la resta de la recta de discontinuïtat 
les creuen. El punt de tangència és d’equilibri estable i totes les trajectòries 
van aparar a ell. 
o 𝒃 > 0:  Per b>0 torna a aparèixer el segment de lliscament, tot i que en 
aquest cas es tracta d’un segment inestable  amb un pseudo-node inestable 
contingut. Per tant en aquesta bifurcació el sistema es desestabilitza 
catastròficament. 
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9. Pressupost 
Al tractar-se d’un projecte d’objectiu docent i d’abast purament teòric, la despesa de 
materials que ha comportat no representa un punt d’excessiva rellevància. Tot i així hi ha 
certes despeses que cal tenir presents, tot seguit es detallen: 
 
Quantitat 
de material 
Material 
Preu unitari 
sense 
IVA[€/u] 
Preu total 
sense IVA 
[€] 
Preu 
amb IVA 
[€] 
1 Ordinador portàtil amb llicència Windows 700 € 700€ 826 
1 
Llibre “Creación de simulaciones 
interactivas con JAVA” amb suport 
multimèdia. 
22 € 22 € 25,96€ 
1 Llicència de Easy Java Simmulations 0 € 0 € 0€ 
  Total materials y equips 851,96€ 
Taula 8.1 – Cost de material i equips 
 
Pel que fa referència als costos de personal, es té en compte les hores treballades en la 
concepció teòrica i desenvolupament del projecte, en la seva redacció y en el 
desenvolupament i programació del software.  
 
Concepte Preu per hora [€/h] Hores invertides (h) Total (€) 
Concepció teòrica del projecte 30 200 6.000 € 
Redacció 30 150 4.500 € 
Programació del software 30 200 6.000 € 
 Total personal 16.500 € 
Taula 8.2 – Cost de personal 
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Així doncs, sumant el cost de materials al cost dels equips i materials s’obté el cost final del 
projecte: 
Cost total del projecte [€] 
Cost total materials y equips 851,96 € 
Cost total personal 16.500 € 
Cost total 17.351,93 € 
Taula 8.3 – Cost total del projecte 
El cost total del projecte considerant les dues partides és de 17.351,93 €. 
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10. Impacte ambiental 
Com en qualsevol projecte, aquest produeix un impacte mediambiental conseqüència de 
totes les accions que requereixen de la seva execució. D’impactes mediambientals n’hi ha 
de positius i negatius. I el fet d’evitar un impacte negatiu també es considera un impacte 
positiu. 
Tot i així, al tractar-se d’un projecte pràcticament en la seva totalitat de software i descriptiu, 
amb prou feines no hi ha interacció amb el medi ambient. Tan sols es podria indicar com a 
residu la energia elèctrica consumida en la realització del projecte, i en la consulta que se’n 
faci en un futur, així com l’espontani ús de paper per prendre anotacions o verificar resultats. 
Nogensmenys, com que l’objectiu final del projecte és implementar una eina digital i 
interactiva amb caràcter docent, la seva possible futura implementació a les aules pot 
estalviar l’ús de fulls de paper amb apunts presos de la pissarra o amb gràfiques impreses 
per mostrar el mateix contingut que es pot mostrar mitjançant aquest software. Estalviant, en 
aquest cas, un impacte ambiental negatiu conseqüència del consum energètic, de recursos 
naturals i de les emissions generades en la producció del paper. 
En tot cas s’arriba a la conclusió que, tot i que el medi ambient no constitueïx un aspecte a 
destacar per a la elaboració del projecte, el fet és que es genera un petit impacte 
mediambiental, com en qualsevol projecte. Però que si aquest arriba a portar-se a terme, 
podria contribuïr de forma positiva al balanç. 
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11. Conclusions 
Un cop acabat el projecte es pot afirmar que s’ha desenvolupat amb èxit una eina docent 
per a facilitar la comprensió de les bifurcacions planes de sistemes de Filippov, així com 
també s’ha ofert un contingut descriptiu d’aquests sistemes destinat al mateix fi. Per portar-
ho a cap s’han assolit els següents objectius, que ja estaven marcats des de l’inici del 
projecte:  
 S’ha descrit de forma entenedora el comportament dels sistemes de Filippov plans 
amb caràcter local. 
 S’ha utilitzat aquesta descripció teòrica per desenvolupar un software de simulació 
dels sistemes. 
 S’ha adaptat el software per mostrar bifurcacions locals. 
 S’ha explicat el concepte de bifurcació local, i s’han explicat els exemples de 
bifurcacions locals descrits a l’artícle [2]. 
 
Sens dubte allò que resulta més destacable del projecte és el desenvolupament de l’eina de 
simulació. Que pot ajudar al suport docent als centres d’educació superior. Com que el 
software és lleuger i està basat en el llenguatge JavaScript© . I pot publicar-se a una web- 
11.1. Perspectives de futur 
Com ja s’ha destacat a l’apartat anterior, el programa està pensat per poder ser publicat a la 
web. Així doncs, es convida a que aquesta tasca sigui portada a terme per a futurs 
projectes, i que aquest software quedi a disposició gratuïta de tot aquell que hi vulgui 
accedir. 
També es convida a ampliar-lo i millorar-lo, doncs el codi del programa és obert i públic i 
està íntegre a l’annex 2. Com a proposta de millora del software es proposen els següents 
aspectes, que per desgràcia no han tingut cabuda en el present projecte: 
 Escriure una finestra d’ajuda on constin les instruccions de com utilitzar el programa. 
 Fer més intuïtiva la escriptura de funcions en la interfície (Sense utilitzar directament 
els mètodes de la llibreria matemàtica de JAVA. Per exemple, que en comptes 
d’escriure Math.sinus(x) es pugui escriure sin(x) o x^2 en comptes de x*x). 
 Que el programa permeti simular bifurcacions de codimensió superior. 
 Que es permeti simular sistemes de dimensió 3. 
 I finalment, com ja s’ha comentat, publicar el software a internet de manera que sigui 
accessible a tothom. 
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13. Annex A- Manual D’ús del software 
El programa conté dues funcions elementals, per un cantó, simula un sistema de Filippov 
donada una condició inicial, i d’altra banda, realitza diverses simulacions partint de diferents 
condicions i variant el paràmetre de bifurcació. Tot això a fi de mostrar gràficament com ha 
variat el sistema com a conseqüencia d’aquesta variació. 
Per a introduïr les equacions cal anar al panell interactiu que es mostra: 
 
Fig.  13.1 Aquest és l’interfaç on escriure les equacions 
Atenció:Quan s’introdueix qualsevol valor en una casella cal premer “intro” perque es 
s’actualitzi el valor.  
Les operacions permeses per escriure-hi són la suma i resta (+, -) i el producte i divisió (*, /) 
funcions a introduïr en el panell poden ser totes les tolerades per la extensió Math. (Per 
exemple Math.abs(x) és el valor absolut de x. Per veure més funcions tolerades es pot 
consultar el llibe de Francisco Esquembre [2], a l’annex B corresponent a classes de JAVA) 
Les eqüacions diferencials regiràn el sistema de les regions separades per la recta de 
discontinuïtat 𝐻 = 𝑥2 + 𝑎: 
 
Fig.  13.2 Aquest és el panell on es realitza la simulació 
Sistema regit per equacions 
𝑥 (2) = 𝐹(2)(𝑥1, 𝑥2,𝑎, 𝑏) 
Sistema regit per equacions 
𝑥 (1) = 𝐹(1)(𝑥1, 𝑥2,𝑎, 𝑏) 
Recta de discontinuïtat 
𝐻 = 𝑥2 + 𝑎 
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13.1. Simulació de PVI’s aïllats 
Si el el que es pretén és simular una trajectòria donada una condició inicial, cal seguir els 
següents passos: 
 Escriure les equacions diferencials 
 Escriure les condicions inicials x1 i x2 des de les quals es vol que parteixi el sistema 
(Fig.  13.1 i Fig.  13.2) 
 Modificar el paràmetre que correspongui: a o b mitjançant la barra analògica o bé 
escrivint el valor que es desitjat (Fig.  13.3) 
 Pitjar el botó reestableix (Fig.  13.3) 
 Pitjar el botó comença per començar la simulació.( Fig.  13.3) 
o A la finestra “Panell” s’anirà dibuixant la simulació. 
o A la finestra “Lambda” es podrà observar, tanmateix, la evolució del 
paràmetre 𝜆 al llarg del temps 
o  A la finestra “Sigma” es podrà observar la evolució del paràmetre 𝜎 al llarg 
del temps. 
 Quan es desitji pausar la simulació pulsar pausa (on abans era el botó començar) 
 Per borrar la gràfica pulsar reestableix un altre cop. En fer-ho les condicions inicials 
esdevindràn les condicions que hi havia en el moment d’apretar pausa. 
 Si es desitja tornar a simular una altra trajectòria cal tornar al primer pas 
 
 
 
 
 
Fig.  13.3 Controls per a la funció de dibuixar trajectòries aïllades 
 
 
 
Valor del paràmetre “a” i un 
scroll per variar-lo 
Valor del paràmetre “b” i un 
scroll per variar-lo 
Condicions inicials del PVI 
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13.2. Simulació de bifurcacions de codimensió 1 
Per a dibuixar les corbes l’ordinador guarda els punts de diverses trajectòries partint de les 
diferents condicions inicials que l’usuari hagi introduït per a valors del paràmetre de 
bifurcació: -1 (<0); 0 i 1 (>0) 
Per a aquesta opció caldrà seguir aquests passos: 
 Escriure les equacions diferencials 
 Escriure les condicions inicials de 5 punts que triem per simular les bifurcacions. Les 
condicions inicials seràn les mateixes en variar els paràmetres. (Fig.  13.4) 
o Existeix la opció de posar unes condicions inicials ja preestablertes, molt útils 
per a alguns dels casos de l’artícle [2]. 
 Triar el paràmetre que es vol que es bifurqui: “a” o “b” (Fig.  13.5) 
 Pitjar el botó dibuixa corbes i esperar una estona. Es pordrà observar com es 
dibuixen les corbes d’una a una i s’esborren. S’estan enregistràn per a la seva 
posterior consulta 
 Quan es deixi de dibuixar corbes es podrá consultar els resultats pitjan els botons >0 
=0 <0 per consultar els resultats. 
 
Fig.  13.4 es poden introduïr 5 condicions inicials manualment. També es pot sol·licitar que 
el programa posi unes condicions inicials estandaritzades que són útils per alguns 
exemples. 
 
 
Fig.  13.5 Es tria paràmetre de la bifurcació, a o b. Es pitja el botó “Dibuixa les corbes”. Quan 
la simulació s’ha realitzat amb èxit cal triar quina configuración del paràmetre es 
vol veure, <0 =0 o >0 
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13.3. Finestra de missatges 
La finestra de missatges es troba a la part dreta de l’espai reservat per dibuixar gràfiques. 
Els missatges dels que pot informar la finestra són: 
 Si el sistema topa amb una tangència, informa de quin tipus de tangència ha topat. 
 Si s’ha iniciat el procés de dibuixar gràfiques segons el segon mode de treball 
(bifurcacions) la finestra informa que s’està dibuixant les gràfiques. 
 Quan la simulació acaba també informa mitjançant un missatge 
13.4. Gràfiques (𝝀, 𝒕) i (𝝈 𝒙𝟏,𝒂 ,𝒙𝟏) 
Al cantó dret del panell de simulació es troben, en aquest ordre, la grafica que mostra la 
evolució de 𝜆 al llarg del temps i la gràfica que mostra quin és el valor de 𝜎 sobre la recta h 
per cada valor 𝑥1 del mostratge. 
Aquesta última resulta prou útil per preveure quins punts de la recta llisquen i quins no ho 
fan. D’aquesta manera es facilita la decisió d’on posar condicions inicials segons que es 
vulgui mostrar. 
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14. Annex B-Codi del programa 
14.1. Codi de la pantalla inicialiltzació 
inicial();//executa tota la inicialització 
//omple els titols de la finestra condicions “inicials per bifurcacions” 
titolsci[0]="i-condicions inicials"; 
titolsci[1]="1:x_i"; 
titolsci[2]="2:x_i"; 
titolsci[3]="3:x_i"; 
titolsci[4]="4:x_i"; 
titolsci[5]="5:x_i"; 
//etiquetes de tangència visible o invisible 
visibilitat[0]="tangencia doble"; 
visibilitat[1]="tangencia visible"; 
visibilitat[2]="tangencia invisible"; 
visibilitat[3]="tangencia triple"; 
visibilitat[4]=""; 
ampladapantalla=10; 
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14.2. Codi de la pantalla Eventos 
14.2.1. Codi de la funció que retorna el paràmetre que s’ha d’anular 
if (llisca==true) //si llisca comprova si surt de la zona de lliscament 
{ 
  return sigma; 
    } 
  else 
  { //si no llisca comprova si passa per H=0 
    return H; 
    } 
14.2.2. Codi de la pantalla que executa la acció a prendre en anul·lar-se el 
paràmetre 
if (llisca==true) //si llisca és que ha creuat sigma=0-->deixa de lliscar 
{ 
  llisca=false; 
  n=1; 
  passa(); 
} 
else //si no llisca... es que ha atravessat H=0 
{ 
  x2=-alpha0; 
  if (sigma<-0.0001) //llisca si sigma<0 
 { 
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   n=0; 
  llisca=true; 
  x2=-alpha; 
  } 
  else //en cas contrari, si la lambda era 0 passa a ser 1 o viceversa o comproba el tipus de 
tangència 
  { 
    if (sigma>0.0001)//podriem trobar-nos amb un inici o be un final de tangència 
    { 
      passa(); 
      
     } 
       else//sigma es 0 amb una certa tolerància 
       { 
     x2=-alpha; 
     visible (); 
     fioinici (); 
        } 
    } 
 } 
14.3. Codi de la pantalla “Relaciones Fijas” 
evalua_parametres ();  //evalua continuament els paràmetres 
dibuixa_recta(); //executa el subprograma encarregat de dibuixar la recta de discontinuïtat. 
Aquesta pot variar en temps real 
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if (llisca==true)  //si llisca aplica control equivalent 
{ 
  if (Math.abs(F2y-F2x)>0.0001)// si s'anul·len F2y i F2x (tangència doble) sortiria una divisió 
entre zero 
 { 
  lambda= (F2y)/(F2y-F2x); 
  } 
  else  
  { 
    lambda= 0.5; 
    n=0; 
    } 
} 
  else  // en cas contrari no fa res 
  { 
    } 
 
vectordedades (); 
 
14.4. Subprogrames 
14.4.1. visible () 
public void visible () { //aquesta acció informa per pantalla de quin tipus de tangència es 
tracta quan una trajectòria passa per una 
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  double dF2x=(_view.x2punt.evaluate(t,x1+0.05,x2)-F2x);//aproximació de df/dx1. mirar 
desenvolupament taylor pg 17 de l’artícle de Kurznetsov 
  double dF2y=(_view.y2punt.evaluate(t,x1+0.05,x2)-F2y); 
  double sigmaauxiliar; 
  double v1; 
   
  if (F2x==0) 
  { 
    if (F2y==0) 
    { //doble tangència. 
    l=0; 
    } 
    else 
    {//tangència normal i corrent de x 
    if (F1x!=0)//derivada del camp respecte direcció d'avanç 
    { 
    v1=dF2x/F1x;//si la direcció d'avanç és zero mirara un punt més avall per detectar si es 
visible o no 
    } 
    else 
    { 
     v1=dF2x/_view.x1punt.evaluate(t,x1,x2-0.05); 
      } 
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      //mirar pg7 kurnetzov i italians. obs:F1x no és mai 0 perque quan entrem aqui ja ens surt 
sigma=0 
      if (v1<0) 
      { 
        l=1;//visible 
      } 
       else 
       { 
        l=2;//invisible 
        } 
     } 
   } 
   else 
   {//si F2y=0 però no F2x... tangència normal i corrent de y 
    if (F1y!=0)//derivada del camp respecte direcció d'avanç 
    { 
    v1=dF2y/F1y;//si la direcció d'avanç és zero mirara un punt més amunt per detectar si es 
visible o no 
    } 
    else 
    { 
     v1=dF2y/_view.y1punt.evaluate(t,x1,x2+0.05); 
      } 
     if (v1<0) 
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     { 
       l=1; 
     } 
       else 
       { 
        l=2; 
        } 
   } 
 
if (l!=0) 
{ 
    x1=x1+ 0.01; 
    evalua_parametres (); 
    sigmaauxiliar=sigma; 
    x1=x1-0.02; 
    evalua_parametres (); 
    sigmaauxiliar=sigma*sigmaauxiliar; 
    x1=x1+0.01; 
    if (sigmaauxiliar>0) 
    { 
      l=3; 
      } 
      else{} 
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} 
visibactual=visibilitat[l]; 
} 
14.4.2. Evalua() 
public void evalua_condicions_inicials () { //evalua totes les condicions inicials 
 
x1=x10;//valors inicials 
x2=x20; 
n=1; 
llisca=false; 
} 
 
public void evalua_parametres () { //evalua paràmetres diversos 
   
F1x=_view.x1punt.evaluate(t,x1,x2); //evalua 
F2x=_view.x2punt.evaluate(t,x1,x2); 
F1y=_view.y1punt.evaluate(t,x1,x2); 
F2y=_view.y2punt.evaluate(t,x1,x2); 
H=x2+alpha; 
sigma=F2x*F2y; 
} 
14.4.3. Dibuixa recta 
public void dibuixa_recta () { 
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//dibuixa recta x2=alpha 
double x=ampladapantalla*(-1); 
double dx=(2*ampladapantalla)/(m-1); 
_view.trace.clear();  
for(int i=0; i<m; i++){ 
    double y = -alpha0; 
    //System.out.println("x="+x+"   y="+y); 
    _view.trace.addPoint(x,y); 
    x+=dx; 
} 
} 
14.4.4. Vectordedades()  
public void vectordedades ()  
{//enregistra els valors calculats de les evolucions de les bifurcacions en els vectors matrixx1 
i matrixx2 
 
if (dibuixa==true) 
{ 
  visibactual="Espera que es realitzi la simulació"; 
  //recorda posar que faci les primeres c.i. al pitjar botó u=w=v=1 i x10 i x20 
  //_setUpdateView(false); 
  matriux1[u][v][w]=x1; 
  matriux2[u][v][w]=x2; 
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  w++; 
  if (w>=1999) 
    { 
      if (v>=4) 
    { 
        if (u>=2) 
    { 
      u=0; 
      //_setUpdateView(true); 
      visibactual="Simulació realitzada correctament"; 
     dibuixa=false; 
     _initialize(); 
     _pause(); 
     } 
     else{ 
      v=0; 
      x10=matriuci[0][v]; 
      x20=matriuci[1][v]; 
      x1=x10; 
      x2=x20; 
      w=0; 
      u++; 
      alpha=triaalpha*(-1+u);//segons si està seleccionat alpha o b l'augmenta o el disminueix 
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      alpha0=alpha; 
      b=(1-triaalpha)*(-1+u); 
      _initialize();  
      _play(); 
      } 
     } else{ 
    v++; 
    x10=matriuci[0][v]; 
    x20=matriuci[1][v];   
    x1=x10; 
    x2=x20; 
    w=0; 
    _initialize(); 
    _play(); 
    } 
    } else{} 
} 
  else{} 
} 
14.4.5. Dibuixacorbes () 
public void dibuixacorbes () { //dibuixa les corbes que s’han enregistrat a vectordedades() 
quan es demana 
_resetView(); 
if (triaalpha==1)//quan dibuixa les gràfiques la recta es col·loca on correspon 
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{ 
alpha0=u-1; 
} 
else{} 
for(int i=0; i<1999; i++){//mirar per aqui 
   _view.trace1.addPoint(matriux1[u][0][i],matriux2[u][0][i]); 
   _view.trace2.addPoint(matriux1[u][1][i],matriux2[u][1][i]); 
   _view.trace3.addPoint(matriux1[u][2][i],matriux2[u][2][i]); 
   _view.trace4.addPoint(matriux1[u][3][i],matriux2[u][3][i]); 
   _view.trace5.addPoint(matriux1[u][4][i],matriux2[u][4][i]); 
} 
} 
14.4.6. Inicial 
public void inicial () { //realitza tot el procés d’inicialització 
evalua_condicions_inicials (); 
evalua_parametres (); 
dibuixa_recta(); 
dibuixasigma(); 
H=x2+alpha0; 
//condicions inicials bifurcació estàndars 
    
if (H > 0) //comprova condició inicial si està al cantó superior 
{ 
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  lambda = 0; 
  } 
  else 
  { 
    if (H < 0) //comprova condició inicial si està al cantó inferior 
    { 
      lambda=1; 
      } 
      else 
      { 
        if (sigma<0) //si no esta a dalt ni a baix està a H=0, comprobem si llisca 
        { 
        llisca=true; 
        n=0; 
        x2=alpha0; 
        } 
        else 
        {   
         if (sigma==0) 
         { 
           //visible (); 
           fioinici();//mira si es l'inici o el final de la zona de lliscament 
           //lambda=1; 
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            } 
           else 
           { 
            passa(); 
          } 
          } 
    } 
} 
 
} 
14.4.7. Fioinici 
public void fioinici ()//sigma=0 i per tant estem a l'inici o al fi de la zona de lliscament, aquesta 
funció serveix per veure si es inici o fi i actuar  
{ 
  double campequivalent;//camp equivalent serà el camp de lliscament ideal o bé la suma de 
camps horitzontals si el F2x=F2y=0 
  if (Math.abs(F2y-F2x)> 0.0001) 
  { 
     double lambdaprovisional= (F2y)/(F2y-F2x); 
     campequivalent=lambdaprovisional*F1x+(1-lambdaprovisional)*F1y; 
   } 
    else 
   { 
      campequivalent=F1x+F1y; 
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    } 
  if (campequivalent>0)//si el camp equivalent va cap a la dreta s'evalua si a la dreta es llisca 
o no 
  { 
    x1=x1+ 0.1; 
    evalua_parametres (); 
    x1=x1-0.1; 
      if (sigma>0) 
    { 
      llisca=false; 
      passa ();//funció que fa que la corba passi d'un cantó a l'altre 
    } 
    else 
    { 
    llisca=true; 
    n=0; 
    x2=-alpha0; 
    } 
  } 
  else if (campequivalent<0)//si van cap a la esquerra s'evalua si en un punt molt proper de la 
esquerra es llisca o no 
  { 
    x1=x1-0.1; 
    evalua_parametres (); 
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    x1=x1+0.1; 
     
      if (sigma>0) 
    { 
      llisca=false; 
      passa (); 
    } 
    else{ 
    llisca=true; 
    n=0; 
    x2=-alpha0; 
    } 
    } 
if (campequivalent<Math.abs(0.0001)) 
{ 
  passa (); 
  //n=0; 
  //x2=-alpha0; 
  //llisca=true;//si la suma de camps és 0 es recupera el valor de sigma=0 del punt original 
} 
else{} 
evalua_parametres(); 
} 
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14.4.8. Passa() 
public void passa () { //aquest subprograma mira cap a quin cantó ha de passar la trajectòria 
(mira si ha de fer lambda=0 o be lambda=1) 
              if (F2y<0||F2x<0)//passa d'un cantó a l'altre, a quin? En aquest cas lambda=1 
              { 
                lambda=1; 
               } 
               else if (F2y>0||F2x>0) passa al canto de lambda=0 
               { 
                 lambda=0; 
                } 
                else//si s'arriba aqui és que tots els camps verticals són nuls 
                { 
                lambda=1;//aquest valor és arbitrari 
                } 
} 
14.4.9. Dibuixasigma() 
public void dibuixasigma () { //aquesta funció dibuixa sigma(x,alpha0) 
  //dibuixa recta x2=alpha 
double x=ampladapantalla*(-1); 
double dx=(2*ampladapantalla)/(100-1); 
_view.trace.clear();  
for(int i=0; i<100; i++){ 
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    double y =_view.x2punt.evaluate(t,x,0)*_view.y2punt.evaluate(t,x,0); 
    _view.sigmavariable.addPoint(x,y); 
    x+=dx; 
} 
} 
 
Nota: falta tota la codificació que s’ha implementat a l’apartat gràfic “Vista”. Son codis 
associats a botons o selectors 
